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Jakobianowy diagram Newtona

Definicja N,(f, 9)
Niech f, g € C{X, Y} — zredukowane oraz

_of og Of 9g
J(f)g) - 8787 - aiyaix - /71/72.../7”77
hy,...,hm € C{X, Y} — nierozktadalne.
Jakobianowym diagramem Newtona odwzorowania
(f,9) : (C?,0) — (C?,0) nazywamy diagram Newtona N,(f, g)
okreslony nastepujgco:

Ny(f.g) =Y {m}

i=1




Pod koniec lat 90 Maugendre udowodnita, ze ilorazy
jakobianowe I/%((“Cf]ff;,')) sg niezmiennikami klasy ekwisingularnosci
pary (f,g).

W roku 2002 Carine Reydy badata ilorazy jakobinowe dla par
niezdegenerowanych diagraméw Newtona.

W roku 2004 Kuo i Parusinski opisywali ilorazy jakobianowe za
pomoca drzew Kuo-Lu.

W roku 2008 Michel pokazata, ze caty N,(f, g) jest
niezmiennikiem ekwisingularnosci pary (f, g).

Krétki dowéd twierdzenia Michel podat w roku 2012 Janusz
Gwozdziewicz




Rozwazane przypadki

Rozwazmy f, g € C{X, Y} zredukowane, transwersalne i
niezdegenerowane.

Szereg nazwiemy zwyktym, jesli wszystkie jego sktadowe
jednostyczne sg nieosobliwe.

W naszym przypadku mozliwe sg trzy sytuacje:
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Rozwazane przypadki

Rozwazmy f, g € C{X, Y} zredukowane, transwersalne i
niezdegenerowane.
Szereg nazwiemy zwyktym, jesli wszystkie jego sktadowe
jednostyczne sg nieosobliwe.
W naszym przypadku mozliwe sg trzy sytuacje:
@ oba szeregi sg zwykte
© kazdy z szeregéw ma doktadnie jedng osobliwg
komponente jednostyczng
© jeden z szeregdw jest zwykty, drugi ma co najwyzej dwie
osobliwe komponenty jednostyczne




Oznaczenia
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@ Odcinek S € N; nazywamy gtéwnym, gdy |S|1 = |S|a,
@ N’ = tamana Newtona N; bez odcinka gtéwnego.
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@ Odcinek S € N; nazywamy gtéwnym, gdy |S|1 = |S|a,
@ N’ = tamana Newtona N; bez odcinka gtéwnego.

@ Odcinek S € N'f kojarzymy z osig, z ktérg tworzy mniejszy
kat

@ Krotnoscig S € N/ nazywamy liczbe
m(S) = min{|S|1,|S|2}, gdy S nie dotyka osi z nim
skojarzonej oraz
m(S) = min{[S]1,[S|2} — 1, gdy S jej dotyka,

@ {(f) = liczba stycznych do f




Postac N,(f, 9)

Twierdzenie
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Postac N,(f, 9)

Twierdzenie

Jezeli f, g € C{X, Y} zredukowane, transwersalne,
niezdegenerowane, to:

@ Jesli f, g sg zwykle, to

(ord g)(ord f +ord g — 2)
Nulf,g) = {(ord f)(ord f +ord g — 2)}




Postaé \V,(f, g) c.d.

@ Jezeli kazdy z szeregdw f, g ma doktadnie jedng osobliwg
komponente jednostyczna, to

(ord g)(t(f) + t(g) — 2)
Ny(f,9) = { (ord 7)(t(7) + t(g) — 2) } "

(ord g)m(S)
' sg\:f'f {max{a(s)’ 5(3)}m(3)} "

{max{a(S), B(S)}m(S)
+ > { (ord Am(S) }

SEN’g




Postac¢ N, (f, g) c.d.

@ Jezeli f jest zwykty, g ma co najwyzej dwie osobliwe
komponenty jednostyczne, to

(ord g)(t(f) + t(g) — 2)
Ny(f,9) = {(ord () + t(9) - )}+

2
S {max{a(s),ﬁ(s)}m(s)}

(ord fym(S)

SeN'qy




Twierdzenie powyzsze jest uogélnieniem rezultatu z pracy
Lenarcik A., Masternak M., Ptoski A. (2003). Factorization of
the polar curve and the Newton polygon. Kodai Mathematical
Journal

Jezeli f € C{X,Y},ord f =1, g € C{X, Y} niezdegenerowany,
transwersalny z f, to:

N(f.g) = {(Ord 9)(t(g ) )}+

t(g) —

{ ax{a )}m(S)}
SeN’




Przyktady ilustrujace twierdzenie (1)

f=2X3+ X2Y —2XY2— Y34+ Y4 g= X3+ X2 —4Y2,
inf=(X+Y)X-Y)2X+Y),ing=(X-2Y)(X+2Y),

2 A(f) = {%} 2 Ag) = {%}




Przyktady ilustrujace twierdzenie (2)

f=X4+—X2Y24 Y8 g=X84+4X2Y3_ Y5 wiedy:
inf=X2(X+Y)X-Y)ing=Y32X+Y)2X-Y)
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Przyktady ilustrujace twierdzenie (3)

f=2X3+ X2Y —8XY2 —4Y3 g= X8+ X4Y3 — X2Y5 4 y10
inf=(X+2Y)(X-2Y)(2X+Y),ing=X2Y3(X+Y)X-Y),

SN WHAOON®O©O
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Nult.9) = {;2} + {130.'11}+ {22}




Drzewa Eggersa dla przyktadoéw (1)




Drzewa Eggersa dla przyktadow (2)




Drzewa Eggersa dla przyktadéw (3)




Przypadek dowolnych f, g € C{X, Y} przechodzacych przez (0,0) o
osobliwosci izolowanej

Niech f, g € C{X, Y}, wtedy:
inf=LYL%. . [% ing=L012. L5
przy czym (o, 8j) # (0,0), Li = aX + b;Y,i=1,2,...,n,

a; b;
aj b

| #0dlai#j
Rozwazmy macierz:

a2 ... oap
Al@ Bo ... ﬁn]




Przypadek f, g € C{X, Y} transwersalnych

Macierz A w rozwazanym powyzej przypadku f,g € C{X, Y}
(Ly,...,Lp—stycznedo f, Ly.1,..., Lk — Styczne do g) sa
transwersalnych ma postac:
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Przypadek f, g € C{X, Y} transwersalnych

Macierz A w rozwazanym powyzej przypadku f,g € C{X, Y}
(Ly,...,Lp—stycznedo f, Ly.1,..., Lk — Styczne do g) sa
transwersalnych ma postac:

°

o —
o -
o —
- O
- O
- O

o QR
o —
o —
o —
= O
- O
- O
o

n K
przy czyma > 1, 6 > 1




Przypadek f, g € C{X, Y} transwersalnych

(]
A_|1 1 ... 1 ap 00O 0
|00 ... 0 OO0 11 ... 1
—_— —_—
n k

przy czym « > 1 lub 5 > 1




J(in f,in g)

n
J(in f,in g) = ] Lar ™ "wW(X, Y)
m=1
przy czym

WX, Y)= S AJ(Li,L) HLm

1<i<j<n m#i
m#j
m=1

aj qf

A= Bi B

dai<j, i,j=1,2,....n




J(in f,in g) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy rz A < 2
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Niech J(in f,in g) = H Ly V(X,Y), przy czym V(X, Y) nie

jest podzielny przez zadnq zform L;,i=1,2,.
Pytanie: Czy A (rz A = 2) jednoznacznie okresla Ym i deg V?




J(in f,in g) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy rz A < 2

Niech J(in f,in g) = H Ly V(X,Y), przy czym V(X, Y) nie

jest podzielny przez zadnq zform L;,i=1,2,.
Pytanie: Czy A (rz A = 2) jednoznacznie okresla Ym i deg V?

dlarzA=2mamy~; > aj+ ;i —1,deg V < deg W




Odpowiedz na pytanie

dla n=2i n= 3 odpowiedz brzmi: TAK
n=2 J(inf,ing) = Ly 102 M2 AL (L, Lp)

n=3 J(inf,ing) = LyHAT gt sl x y)

przy czym

W(X,Y) = Axd(La, L3)L1 + A13d(Ly, L3) Lo + AraJd(L1, L) L3




Odpowiedz na pytanie c.d.

dla n=4 NIE, co pokazujg ponizsze przyktady:
Niech

F=XY(X+Y)Y=X), g=X2Y*X+Y)Y-X)
oraz
f=XY(X+ Y)Y =2X), §=X>Y4X+ Y)Y -2X)

wtedy:
J(f,g) =8X*Y4(X - V)X +Y)

czylim =4, %=4v3=1,v=1,deg V =0 oraz
J(F.§) = 4X3Y42X — Y)(X + Y)(4X + Y)

CZYli’y1:3,’yg:4,"}/3:1, 4:1,deg V =1



