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Abstrakt. W cz¦±ci I i II pracy omówili±my w¦zªy toryczne pierwszego, i odpowied-nio wy»szych rz¦dów. W tej cz¦±ci pracy przedstawimy zwi¡zek w¦zªów torycznych zkrzywymi analitycznymi nierozkªadalnymi na pªaszczy¹nie zespolonej C2:
1 Krzywe analityczne
W tym punkcie przypomnimy znane podstawowe wªasno±ci krzywych analitycznychna pªaszczy¹nie zespolonej C2: Szczegóªy czytelnik znajdzie w wielu podr¦cznikachdotycz¡cych krzywych lub geometrii analitycznej zespolonej [KP], [W], [BK], [L].Dla danego zbioru V � Cn przez bV oznaczamy jego kieªek w 0 2 Cn: Lokaln¡
krzyw¡ analityczn¡ (lub krótko krzyw¡) nazywamy dowolny kieªek V w 0 2 C2zbioru zer pewnej funkcji holomor�cznej f 2 Cfx; yg speªniaj¡cej warunki: f 6=
const; f(0; 0) = 0: Wtedy ord f > 0: Krzyw¡ opisan¡ przez funkcj¦ holomor�czn¡f 2 Cfx; yg oznaczamy V (f): Gdy f jest okre±lona w pewnym otoczeniu U punktu
0; to zbiór zer f w U oznaczamy VU (f): Poniewa» Cfx; yg jest pier±cieniem zjednoznaczno±ci¡ rozkªadu, wi¦c b¦dziemy zawsze zakªada¢, »e funkcja f opisuj¡ca
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krzyw¡ V jest zredukowana, tzn. nie ma czynników wielokrotnych w rozkªadzie naczynniki nieprzywiedlne w Cfx; yg. Ka»da krzywa V = V (f) ma jednoznacznyrozkªad na skªadowe nieprzywiedlne

V = V 1 [ : : : [ V k;
zwane gaª¦ziami krzywej V : Gaª¦zie te odpowiadaj¡ jednoznacznie czynnikom roz-kªadu f na czynniki nierozkªadalne w Cfx; yg, tzn. je±li f = f1 : : : fl w Cfx; yg i fis¡ nierozkªadalne i niestowarzyszone, to k = l i po odpowiednim przenumerowaniu
V i = V (fi); i = 1; : : : ; k: Poniewa» interesuj¡ nas wªasno±ci krzywych anality-cznych niezmiennicze wzgl¦dem biholomor�zmów otocze« zera w C2; wi¦c mo»emyzawsze zaªo»y¢, »e funkcja f opisuj¡ca krzyw¡ analityczn¡ V speªnia warunek
(1) ord f = ord f(0; y)
(otrzymujemy ten warunek przez liniow¡ zamian¦ zmiennych w C2). Co wi¦cej, namocy twierdzenia Weierstrassa mo»emy dodatkowo zaªo»y¢, »e f jest wielomianemwyró»nionym, tzn. f 2 Cfxg[y] i ma posta¢
(2) f(x; y) = yn + a1(x)yn�1 + � � �+ an(x); n > 0; ord ai � i; i = 1; : : : ; n:
Wówczas ka»da gaª¡¹ V i krzywej V (f) ma parametryzacj¦ Puiseux, tzn. istniejeholomor�czne, ró»nowarto±ciowe odwzorowanie �i(t) = (tni ; 'i(t)), ord'i � ni;okre±lone w pewnym otoczeniu 0 2 C takie, »e V i =\Im�i: Co wi¦cej, je±li f jestnierozkªadalna w Cfxg[y]; to w (2) mo»emy zaªo»y¢, »e ord ai > i; i = 1; : : : ; n;a wtedy dla parametryzacji Puiseux �(t) = (tn; '(t)) jedynej gaª¦zi f zachodzi
ord' > n:Podstawowym twierdzeniem na którym opiera si¦ badanie stuktury topolog-icznej krzywych lokalnych jest twierdzenie Milnora o strukturze sto»ka lokalnejkrzywej. Zanim podamy to twierdzenie zde�niujemy poj¦cie sto»ka o danej pod-stawie. Dla dowolnego A � Cn n f0g sto»kiem o podstawie A nazywamy sum¦odcinków ª¡cz¡cych punkt 0 z punktami A i oznaczamy cone(A): Zatem

cone(A) := fz 2 Cn : z = ta; t 2 [0; 1]; a 2 Ag
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Zauwa»my, »e dla dowolnego, domkni¦tego policylindra P ("; �) := f(x; y) 2 C2 :jxj � "; jyj � �g � C2 o ±rodku w zerze i promieniach "; � > 0 i jego brzegu

@P ("; �) = f(x; y) 2 C2 : jxj = "; jyj � �g [ f(x; y) 2 C2 : jxj � "; jyj = �g
zachodzi

cone(@P ("; �)) = P ("; �):
Twierdzenie 1.1 (Milnora) Niech V b¦dzie krzyw¡ nierozkªadaln¡ i V := VU (f)
jej reprezentantem. Zaªó»my, »e f jest wielomianem wyró»nionym, tzn. f 2Cfxg[y]; ma posta¢ (2) oraz w parametryzacji Puiseux �(t) = (tn; '(t)) jedynej
gaª¦zi f zachodzi ord' > n. Wówczas istnieje e" > 0 takie, »e P (e"; e") � U oraz dla
dowolnego "; 0 < " < e" istnieje homeomor�zm par

(P ("; "); V \ P ("; ")) top� (P ("; "); cone(V \ @P ("; "))

oraz dla dowolnych "; "0; 0 < " < "0 < e" istnieje homeomor�zm par

(@P ("; "); V \ @P ("; ")) top� (@P ("0; "0); V \ @P ("0; "0)) :
Dowód mo»na znale¹¢ w [M], [P], [W]. Twierdzenie to mówi, »e zanurzenie Vw policylindrze P jest wyznaczone, z dokªadno±ci¡ do homeomor�mu P; przez ±ladV na brzegu tego policylindra.

Uwaga 1.2 Twierdzenie Milnora dowodzi si¦ zwykle dla kul domkni¦tych. Wów-
czas zbyteczne s¡ zaªo»enia o postaci funkcji f:
2 W¦zeª krzywej nierozkªadalnej
Niech V = V (f) b¦dzie krzyw¡ nierozkªadaln¡, gdzie f 2 Cfxg[y] jest wielomianemwyró»nionym stopnia n, n := ord f = ord f(0; y): Wówczas V ma parametryzacj¦Puiseux �(t) = (tn; '(t)); t 2 K � otoczenie zera w C, ord' > n; w pewnymotoczeniu U zera w C2, tzn. f jest okre±lona w U i
(3) VU (f) = f�(t) : t 2 Kg :
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Oznaczmy V := VU (f): Na mocy twierdzenia Milnora istnieje e" > 0 takie, »eP (e"; e") � U oraz dla dowolnego "; 0 < " < e"; ±lady V na brzegach @P ("; ") poli-cylindrów P ("; ") s¡ w tych brzegach topologicznie równowa»ne, tzn. dla dowolnych
0 < "1 < "2 < " istniej¡ homeomor�zmy H : @P ("1; "1) ! @P ("2; "2) takie, »eH(V \ @P ("1; "1)) = V \ @P ("2; "2): Ponadto z postaci � wynika, »e zmniejszaj¡ce"; mo»emy zaªo»y¢, »e j'(t)j < jtj dla t 2 K:St¡d oraz ponownie z postaci parametryzacji Puiseux �(t) = (tn; '(t)) wynika,»e dla "; 0 < " < e", mamy V \ @P ("; ") = �(S("1=n)); gdzie przez S(r) oznaczamyokr¡g w C o ±rodku w 0 i promieniu r > 0: Zatem ±lad V w ka»dym z brzegów tychpolicylindrów jest homeomor�czny z S1: Z drugiej strony brzeg @P ("; �) jest home-omor�czny z trójwymiarow¡ sfer¡ S3 = R3 [ f0g (zob. I, �3), a wi¦c V \ @P ("; ")jest w¦zªem. Z powy»szego wynika, »e w¦zeª ten nie zale»y od wyboru promienia ":Nazywamy go w¦zªem krzywej i oznaczamy KV : Wówczas z de�nicji grupa w¦zªa�(KV ) jest równa �1(@P ("; ") nV; �); gdzie � 2 @P ("; ") nV: Z twierdzenia Milnorawynika, »e grup¦ t¦ mo»emy zde�niowa¢ inaczej.
Lemat 2.1 �(KV ) �= �1(P ("; ") n V ):
Dowód. Jako punkt bazowy dla obu grup podstawowych we¹my punkt � 2@P ("; ") n V: Musimy wykaza¢, »e

�1(@P ("; ") n V; �) �= �1(P ("; ") n V ):
Izomor�zm wynika z twierdzenia Milnora, gdy» ze struktury sto»ka V w P ("; ")wynika, »e ka»da p¦tla w P ("; ") nV o pocz¡tku i ko«cu w � jest homotopijna p¦tlile»¡cej w @P ("; ") n V:Niech (�0; �1; : : : ; �h) b¦dzie charakterystyk¡ krzywej V i ((m1; n1); : : : ;
(mh; nh)) b¦dzie ci¡giem par charakterystycznych V . Przypomnijmy, »e je»eli'(t) = ap1tp1 + ap2tp2 + : : : ; api 6= 0; i � 1; to
�0 = n;�i = minfpk : NWD(�0; �1; : : : ; �i�1; pk) < NWD(�0; �1; : : : ; �i�1)g; i = 1; : : : ; h
oraz

�1�0 =
m1n1 ; NWD(m1; n1) = 1;

�2�0 =
m2n1n2 ; NWD(m2; n2) = 1;

::::::::::::::::::::::::::::::�h�0 =
mhn1 � � �nh ; NWD(mh; nh) = 1:

Poniewa» �1�0 < �2�0 < : : : < �h�0 ;
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wi¦c
(4) mi < mi�1ni dla i = 2; : : : ; h
Twierdzenie 2.2 Przy powy»szych zaªo»eniach o osobliwo±ci V w¦zeª KV jest
w¦zªem torycznym typu (m1; n1); : : : ; (mh; nh); tzn.

KV � T(m1;n1):::(mh;nh):
Dowód. Przyjmujemy powy»sze oznaczenia i ustalenia. Oznaczmy przez �1 rzu-towanie C2 na pierwsz¡ o±: �1(x; y) = x: Zde�niujemy pomocniczy ci¡g charak-terystyczny ((n01;m01) ; : : : ; (n0�h ;m0�h)) krzywej V : Jego konstrukcja jest analog-iczna do konstrukcji ci¡gu ((m1; n1); : : : ; (mh; nh)) z t¡ ró»nic¡, »e dopuszczamytutaj równo±¢ n0i = 1: Je»eli y(t) = ap1tp1 + ap2tp2 + : : : ; api 6= 0; to przyjmujemy

p1n =
m01n01 ; NWD(m01; n01) = 1;

p2n =
m02n01n02 ; NWD(m02; n02) = 1;

::::::::::::::::::::::::::::::
p�n =

m0p�n01 � � �n0p� ; NWD(m0p� ; n0p� ) = 1;
gdzie p� = �h: Zauwa»my, »e ci¡g par charakterystycznych ((m1; n1); : : : ; (mh; nh))jest podci¡giem ((m01; n01) ; : : : ; (m0p� ; n0p� )) oraz (mh; nh) = (m0p� ; n0p� ): Dokªadniej,wystarczy usun¡¢ z ci¡gu ((m01; n01) ; : : : ; (m0p� ; n0p� )) te pary dla których n0i = 1:Wyka»emy, »e w¦zeª krzywej V jest równy T(n0

1;m0
1):::(n0p� ;m0p� ): Wówczas na mocystwierdzenia 2.1 w cz¦±ci II, T(n0

1;m0
1):::(n0p� ;m0p� ) = T(m1;n1):::(mh;nh); co da namtez¦.Równo±¢ KV = T(n0

1;m0
1):::(n0p� ;m0p� ) wyka»emy przez aproksymacje w¦zªa KVw¦zªami otrzymanymi przez "obci¦cia" parametryzacji �: Dokªadniej, udowod-nimy, »e dla dowolnego i = 1; : : : ; p� obraz odwzorowania

�i(t) := (tn; ap1tp1 + : : :+ apitpi); t 2 S("1=n);
jest w¦zªem typu T(n0

1;m0
1):::(n0

i;m0
i)
: W szczególno±ci dla i = p� obraz �p� okr¦gu

S("1=n)ma typ T(n0
1;m0

1):::(n0p� ;m0p� ):Nast¦pnie zauwa»ymy, »e obrazy �p� i � okr¦gu
S("1=n) maj¡ ten sam typ w @P ("; "), a st¡d otrzymamy T(n0

1;m0
1):::(n0p� ;m0p� ) � KV ;co daje tez¦.Rozwa»my najpierw przypadek i = 1; tzn.

�1(t) = (tn; ap1tp1); t 2 S("1=n):
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Zmniejszaj¡c " mo»emy zaªo»y¢, »e jap1tp1 j < " dla t 2 S("1=n): Obraz �1 jestoczywi±cie równy obrazowi odwzorowania

�red1 (t) := (tn0
1 ; ap1tm0

1); t 2 S("1=n0
1);

a ten jest w¦zªem torycznym pierwszego rz¦du typu (m01; n01) : Le»y on w torusief(x; y) : jxj = "; jyj = jap1"m0
1=n0

1 jg: Oznaczmy ten w¦zeª przez T1:Rozwa»my teraz przypadek i = 2; tzn.
�2(t) = (tn; ap1tp1 + ap2tp2); t 2 S("1=n):

Zmniejszaj¡c " mo»emy zaªo»y¢, »e jap1tp1 + ap2tp2 j < " dla t 2 S("1=n): Za-uwa»my, »e obraz �2 le»y na brzegu tubularnego otoczenia w¦zªa T1 o promieniu��ap2"p2=n�� : Istotnie, dla dowolnego t 2 S("1=n) mamy �2(t) = �1(t) + (0; ap2tp2)oraz je±li " jest dostatecznie maªe, to koªa o promieniu jap2 j "p2=n i ±rodkach w punk-tach ��11 (x) \ T1; gdzie jxj = ", zawieraj¡ si¦ w kole K(0; ") i s¡ parami rozª¡czne(to ostatnie wynika z faktu, »e odlegªo±¢ dowolnych dwóch ró»nych punktów T1 w��11 (x) jest wi¦ksza lub równa jap1(1� �)tp1 j = jap1(1� �)j "p1=n; gdzie � jest pier-wiastkiem pierwotnym z jedynki stopnia p1 oraz z nierówno±ci p1 < p2): Ponadtoobraz �2 jest oczywi±cie równy obrazowi odwzorowania
�red2 (t) := (tn0

1n0
2 ; ap1tm0

1n0
2 + ap2tm0

2); t 2 S("1=n0
1n0

2);
a ten jest w¦zªem torycznym drugiego rz¦du typu (n01;m01) (n02;m02) : Oznaczmy tenw¦zeª przez T2: Post¦puj¡c tak dalej (za ka»dym razem zmniejszaj¡c ") otrzy-mamy w ko«cu, »e obraz �p� okr¦gu S("1=n) jest w¦zªem w P ("; ") i ma typ
(n01;m01) : : : (n0p� ;m0p� ): Ponadto le»y on w brzegu @P ("; "): Oznaczymy ten w¦zeªprzez Tp� :Pozostaje porówna¢ teraz w¦zeª Tp� z w¦zªem KV ; czyli obrazy �p� i � okr¦guS("1=n) w @P ("; "): Poniewa» p� = �h wi¦c musimy porówna¢ obrazy ��h i �:Mamy

��h(t) = (tn; ap1tp1 + : : :+ a�ht�h); t 2 S("1=n);
�(t) = (tn; ap1tp1 + : : :+ a�ht�h + : : :); t 2 S("1=n):

Dla ustalonego x; jxj = "; i dowolnego t takiego, »e tn = x mamy
��11 (x) \ T�h = f(tn; ap1 (�t)p1 + : : :+ a�h (�t)�h) : � 2 U(n)g;
��11 (x) \KV = f(tn; ap1 (�t)p1 + : : :+ a�h (�t)�h + : : :) : � 2 U(n)g;

gdzie U(n) jest zbiorem pierwiastków n-tego stopnia z jedynki. Poniewa»
NWD(n; p1; : : : ; �h) = 1;

wi¦c dla wszystkich dostatecznie maªych " ka»dy z tych zbiorów jest n-elementowy.Istotnie, wyka»emy to dla zbioru ��11 (x) \ T�h ; gdy» rozumowanie dla zbioru
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��11 (x) \KV jest analogiczne. Gdy dla pewnych �; e� 2 U(n); � 6= e�; i t 2 S("1=n)zachodzi

ap1 (�t)p1 + : : :+ a�h (�t)�h = ap1 (e�t)p1 + : : :+ a�h (e�t)�h ;
to ap1tp1 (�p1 � e�p1) + : : :+ a�ht�h ���h � e��h� = 0:
Zatem, gdyby ta równo±¢ zachodziªa dla niesko«czenie wielu t! 0; to

�p1 � e�p1 = 0; : : : ; ��h � e��h = 0:
St¡d ��e�

�p1
= 1; : : : ;��e�

��h
= 1:

Z wªasno±ci pierwiastków z jedynki wnioskujemy, »e NWD(n; p1; : : : ; �h) > 1; cosprzeczne z zaªo»eniem.Oznaczmy te punkty nast¦puj¡co
��11 (x) \ T�h = fP� : � 2 U(n)g;
��11 (x) \KV = f eP� : � 2 U(n)g:

Odlegªo±¢ ka»dych dwóch ró»nych punktów P� i P�0 dla �; �0 2 U(n) i dostateczniemaªych " speªnia nierówno±¢
(5) kP� � P�0k � C"�h=n:
dla pewnej staªej C > 0: Istotnie, poniewa» � 6= �0 wi¦c z warunku NWD(n; p1; : : : ;�h) = 1 istnieje pi takie, »e �pi � e�pi 6= 0: Niech pi0 b¦dzie najmniejszym takimpi: Wtedy dla dostatecznie maªych t mamy

kP� � P�0k = japi0 tpi0 (�pi0 � e�pi0 ) + : : :+ a�ht�h ���h � e��h� j
� japi0 tpi0 (�pi0� e�pi0 ) j � japi0+1tpi0+1 (�pi0+1� e�pi0+1) + : : :+ a�ht�h ���h� e��h�j

� eC1jtpi0 j � eC2jtpi0+1 j
dla pewnych staªych dodatnich eC1; eC2: Poniewa» pi0 < pi0+1; wi¦c dla dostateczniemaªych t

eC1jtpi0 j � eC2jtpi0+1 j � eC1
2
jtpi0 j:

Z kolei pi0 � �h; a wi¦c
eC1
2
jtpi0 j � eC1

2
jt�h j = eC1

2
"�h=n;
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co daje (5). Z drugiej strony odlegªo±¢ punktów P� i eP� dla tego samego � 2 U(n)i dostatecznie maªych " speªnia nierówno±¢

kP� � eP�k = ja�h+1t�h+1��h+1 + : : : j � C 0 ��t�h+1�� = C 0"(�h+1)=n:
Poniewa» �h < �h + 1; wi¦c zmniejszaj¡c " mo»emy zaªo»y¢, »e punkty eP� nale»¡do kóª o ±rodkach w P� oraz koªa te zawieraj¡ si¦ w K(0; ") i s¡ parami rozª¡czne.

Oczywi±cie punkty P� i eP� zale»¡ w sposób ci¡gªy od punktu x: Nietrudno wykazu-jemy dla ka»dego x istnienie homeomor�zmu hx koªa K(0; ") na siebie, zale»nego wsposób ci¡gªy od x; przeksztaªcaj¡cego punkty P� na punkty eP� i b¦d¡cego identy-czno±ci¡ na brzegu. Przedªu»aj¡c te homeomor�zmy za pomoc¡ identyczno±ci napozostaª¡ cz¦±¢ brzegu @P ("; ") otrzymamy, »e w¦zeª T�h jest równowa»ny w¦zªowiKV :Zatem KV jest w¦zªem torycznym typu ((m1; n1); : : : ; (mh; nh)) :
3 Równowa»no±¢ topologiczna krzywych nierozkªa-

dalnych
Mo»emy teraz udowodni¢ podstawow¡ charakteryzacj¦ typów topologicznych krzy-wych nierozkªadalnych. Najpierw podamy potrzebne de�nicje. Dwie krzywe V =V (f) i eV = V ( ef) s¡ topologicznie równowa»ne, gdy istniej¡ otoczenia U; eU zera wC2 takie, »e pary (U; VU (f)) i (eU; VeU ( ef)) s¡ homeomor�czne, tzn.

(U; VU (f)) top� (eU; VeU ( ef)):
Oznacza to, »e istnieje homeomor�zm H : U ! eU zachowuj¡cy punkt 0; któryprzeksztaªca VU (f) na VeU ( ef): Oczywi±cie relacja ta jest relacj¡ równowa»no±ci wzbiorze wszystkich krzywych. Klasy abstrakcji tej relacji nazywamy typami topo-
logicznymi krzywych.
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Twierdzenie 3.1 Dwie osobliwo±ci nierozkªadalne maj¡ ten sam typ topologiczny
wtedy i tylko wtedy, gdy maj¡ t¦ sam¡ charakterystyk¦.

Dowód. 1. ( : Niech V i eV b¦d¡ osobliwo±ciami nierozkªadalnymi o tejsamej charakterystyce (�0; �1; : : : ; �h) : Stosuj¡c liniow¡ zamian¦ zmiennych w C2
mo»emy zaªo»y¢, »e V = \VU (f) i eV =

\VeU ( ef); f; ef 2 Cfxg[y] s¡ wielomianamiwyró»nionymi, ord f = ord f(0; y) = ord ef = ord ef(0; y): Oznaczmy V := VU (f);eV := VeU ( ef): Z zaªo»enia o wspólnej charakterystyce wynika, »e f i ef maj¡ ten samci¡g par charakterystycznych
((m1; n1); : : : ; (mh; nh)):

Na mocy twierdzenia 2.2 dla ich w¦zªów mamy
KV � T(m1;n1);:::;(mh;nh);K eV � T(m1;n1);:::;(mh;nh):

Zatem KV � K eV jako w¦zªy w @P ("; ") dla dostatecznie maªych ": St¡d pary
(@P ("; ");KV ) i (@P ("; ");K eV ) s¡ homeomor�czne. St¡d przedªu»aj¡c ten homeo-mor�zm (po odcinkach ª¡cz¡cych punkty @P ("; ") z 0) otrzymamy homeomor�zmpary (P ("; "); cone(KV )) z par¡ (P ("; "); cone(K eV )): Ale na mocy twierdzenia Mil-nora te pary s¡ homeomor�czne (P ("; "); V \ P ("; ")) i odpowiednio (P ("; "); eV \P ("; ")): Zatem

(P ("; "); V \ P ("; ")) top� (P ("; "); eV \ P ("; ")):
St¡d po ograniczeniu tego homomor�zmu do wn¦trza P ("; ") otrzymamy

(IntP ("; "); V \ IntP ("; ")) top� (IntP ("; "); eV \ IntP ("; "));
czyli V i eV s¡ topologicznie równowa»ne.2. ) : Zaªó»my, »e krzywe V i eV s¡ topologicznie równowa»ne. Stosuj¡c
liniow¡ zamian¦ zmiennych w C2 mo»emy zaªo»y¢, »e V = \VU (f); eV =

\VeU ( ef)gdzie f; ef 2 Cfxg[y] s¡ wielomianami wyró»nionymi oraz
�(t) = (tn; '(t)); ord' > n; t 2 K;e�(t) = (tm; e'(t)); ord e' > m; t 2 eK;

s¡ ich parametryzacjami Puiseux w U i eU: Oznaczmy V := VU (f); eV := VeU ( ef):Niech ((m1; n1); : : : ; (mg; ng)), ((em1; en1); : : : ; (emh; enh)) b¦d¡ parami charakterysty-cznymi V i eV "odczytanymi" z parametryzacji � i e�: Na mocy tw. 2.2
KV � T(m1;n1);:::;(mg;ng);K eV � T(em1;en1);:::;(emh;enh):
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Wyka»emy teraz, »e grupy w¦zªów (zob. cz¦±¢ I) �(KV ) i �(K eV ) s¡ izomor-�czne. Z zaªo»enia V i eV s¡ topologicznie równowa»ne. Zatem, zmniejszaj¡cewentualnie U i eU; istnieje homeomor�zm F : U ! eU przeprowadzaj¡cy VU (f) naVeU ( ef): Istnieje " > 0 takie, »e P ("; ") � U: Zaªó»my, »e " < e"; gdzie e" jest promie-niem policylindra, wyst¦pujacym w twierdzeniu Milnora, "dobrym" zarówno dla

V jak i dla eV :We¹my r1; r2; r3; r4 takie, »e
0 < r2 < r1 < "; 0 < r4 < r3 < "

oraz F (P (r4; r4)) � P (r2; r2) � F (P (r3; r3)) � P (r1; r1) � eU:
St¡d

F (P (r4; r4)) n eV � P (r2; r2) n eV � F (P (r3; r3)) n eV � P (r1; r1) n eV :
Te inkluzje indukuj¡ ci¡g homomor�zmów grup podstawowych tych zbiorów
�1(F (P (r4; r4))neV )

f1! �1(P (r2; r2)neV )
f2! �1(F (P (r3; r3))neV )

f3! �1(P (r1; r1)neV ):
Oczywi±cie zªo»enie f3 � f2; indukowane wªo»eniem P (r2; r2) n eV ,! P (r1; r1) n eV ;jest izomor�zmem na mocy Lematu 2.1. Poniewa» F jest homeomor�zmem U naeU przeprowadzaj¡cym V na eV , wi¦c

�1(F (P (r4; r4)) n eV ) �= �1(P (r4; r4) n V );
�1(F (P (r3; r3)) n eV ) �= �1(P (r3; r3) n V ):

St¡d otrzymujemy ci¡g homomor�zmów
�1(P (r4; r4) n V )

ef1! �1(P (r2; r2) n eV )
ef2! �1(P (r3; r3) n V )

ef3! �1(P (r1; r1) n eV )

w którym zªo»enia (indukowane wªo»eniami) ef3� ef2 i ef2� ef1 s¡ izomor�zmami. St¡dªatwo sprawdzamy, »e homomor�zm ef2 jest te» izomor�zmem. Na mocy Lematu2.1
�1(P (r3; r3) n V ) �= �(V );
�1(P (r2; r2) n eV ) �= �( eV );

a wi¦c �(V ) �= �( eV ): St¡d ich wielomiany Aleksandera A(KV ) i A(K eV ) s¡ równe.Ale na mocy tw. 2.2 KV = T(m1;n1);:::;(mg;ng) oraz KeV = T(em1;en1);:::;(emh;enh); coimplikuje A(T(m1;n1);:::;(mg;ng)) = A(T(em1;en1);:::;(emh;enh)):Poniewa» dla par charakterystycznych ((m1; n1); : : : ; (mg; ng)); ((em1; en1); : : : ;
(emh; enh)) krzywych V i eV speªnione s¡ nierówno±ci (4), wi¦c na mocy twierdzenia2.10 w cz¦±ci II dostajemy, »e g = h i (m1; n1); : : : ; (mg; ng) = (em1; en1); : : : ; (emh;enh): Zatem charakterystyki V i V 0 s¡ identyczne.
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Curves and knots III. Knots of analytic irreducible curves

Summary. In parts I and II of the article we have described torus knots of the�rst and respectively higher orders. In this part we present how they are relatedto local analytic irreducible curves in C2.
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