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KRZYWE A WEZLY II.

WEZLY TORYCZNE WYZSZYCH RZEDOW

Tadeusz Krasiriski (Lodz)

Abstract. W pracy omoéwione sa wezly toryczne wyzszych rzedéw. Sa to wezly
odpowiadajace osobliwosciom krzywych analitycznych.

1 Wstep

W czesci I [Kr] omoéwilismy wezly toryczne pierwszego rzedu. Na mocy definicji
wezlem torycznym pierwszego rzedu typu (n,m), gdzie n,m € Ni NWD(n,m) =1
nazywamy obraz odwzorowania ® : S' — 9P, gdzie

St:={z€C: 2] =1} = {2 :0 €[0,1]} — okrag jednostkowy,

P:={(z,y) €C*: |z| <1, ly] <1} — policylinder o promieniach (1,1),

OP = {(z,5) € C: Ja| = 1, |yl < 1} U{(z,y) € C2:Jal < 1, |yl = 1} = OP; UOP;,
CI’( 2mt) . {( 2mint 27mmt)7 te [0’ 1]}

i oznaczamy T}, n,. Poprzez homeomorfizm F : 0P — S? := R?® U {oc}, opisany w
czeéci I, mozemy traktowaé go réwniez jako wezel w S3. Wtedy jego przedstawienie
parametryczne jest nastepujace

Fod(e?™) = ((24 cos 2mmt) cos 2mnt, (2 + cos 2mmt) sin 2mnt, sin 2wmt), t € [0, 1]
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i lezy on w standardowym torusie 7% w R® zadanym parametrycznie

x1 = (2 4 cos 270) cos 27,
Tst: x5 =(2+cos2mf)sin2wy, 0<n,0<1,
T3 = sin 276.

Wrykazalismy, ze jego grupa podstawowa 7(T), ) = 71 (0P \ T}, m;*), gdzie
punkt * € T, p,, jest rowna F(z,y)/ (¢"y~™) i korzystajac z tego udowodnili§my,
ze dwa wezly toryczne pierwszego rzedu 1), ,, i Ty g, n,m, k,1 > 1 s3 réwnowazne
wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jeden z warunkéw:

1. n=1luwbm=1)i(k=11lubl =1) — wtedy T, i T}, sa weztami
trywialnymi,

2. (n,m) = (k,1) lub (n,m) = (I, k).

W tej czesci oméwimy podobne zagadnienia dla weztéw torycznych wyzszych
rzedéw otrzymanych poprzez iteracje operacji opisywania weztéw torycznych pier-
wszego rzedu na brzegach otoczen tubularnych weztéw torycznych nizszego rzedu.

2 Wezly toryczne wyzszych rzedow

Przypomnijmy, ze z definicji torus 7" := {(z,y) € C? : [z| = 1, |y| =1} C OP.
Niech ni,m; € N i NWD(n;,m;) = 1. Wezmy pod uwage wezel toryczny
Ty m, C OP. Zatem

Tnhml — {(62m‘n1t’62wim1t)’ te [0’ 1]} cTcdP.

Wezmy dowolne 71, 0 < ry < 1. Zamiast T}, »,, rozwazmy réwnowazny mu w 0P
wezel

{(ez’rmlt,rlezmmlt), t€0,1]} Cc OP.

Bedziemy go réwniez oznaczaé przez T, r,,. Rozwazmy domkniete tubularne oto-
czenie wezta Ty, y, zawarte w 0P okre§lone nastepujaco

Tube(Tn,m,) = | (2} x K(y,72)),
(2,9)ETny ,mq

gdzie ry jest na tyle mate, ze kota domkniete o Srodkach w punktach yi1,...,ym, i
promieniu ro, gdzie

7I-171(:1”) anhml =T X {ylﬂ“'7y1’7’L1}a
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zawieraja sie w kole K(0,1) i s parami rozlaczne.

A

7—‘111.77!1

Y

Zatem Tube(T)y, m,) dane jest parametrycznie
Tube(Tp, m,) = {(e*™™E p1e2™ Mt 4 re?™8) ¢ 5 €10,1], r € [0,72]}.

Oczywiscie Tube(Ty, m,) C OP i brzeg Tube(Ty, m,) jest homeomorficzny z toru-
sem. Ustalamy nastepujacy homeomorfizm:

@, : T — O(Tube(Ty, my)),
‘I>1 (62771'1‘/’ 62771'3) — (627rin1t,rle27rim1t + T2627Ti8), t, Y= [0, 1]

Niech T, ,m, bedzie dowolnym weztem torycznym pierwszego rzedu lezacym
w T C OP. Zatem na,ms € N i NWD(ng,ma) = 1. Wowczas ®1(Ty, m,) jest
wezlem w OP, a tym samym (poprzez homeomorfizm F)weztem w S3. Tego typu
wezly nazywamy weztami torycznymi drugiego rzedu i oznaczamy Ty, m,)(no,mo)
(zarowno w OP jak i w S?). Typ tego weta w OP nie zalezy od wyboru promieni
r1,72 0 ile spelniaja one powyzsze zatozenia (bo istnieje homeomorfizm przeksztal-
cajacy kolo jednostkowe na siebie, bedace tozsamoscia na brzegu, przeprowadza-
jace punkty T, 1m,)(ns,m») Na punkty takiego samego wezla o innych promieniach
ri,rs). Poniewaz wezel Ty, ., w T jest zadany wzorem

Ty = (7724 27y 4 € 01} C T,
WiC T(n; m1)(ns,m») Zadany jest wzorem

T(n17m1)(n2,m2) _ {(e2m'n1n2t7rle2m'm1n2t + r2€2m'm2t)7 te [07 1]}
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Wezly toryczne wyzszych rzedéw definiujemy indukceyjnie. Dla danego wezta
k-tego rzedu Ty, my)-..(np,mi) C OP; k > 1, danego wzorem

[07 1] St (eQﬁznl...nkt,Tle27rzm1n2...nkt + T262ﬂ'zm2n3.‘.nkt 4+ Tke2ﬂ'7,mkt) c aP

rozwazamy jego domknigte tubularne otoczenie Tube(T(y, m, ). -(ng,my)) O dosta-
tecznie malym promieniu rg4q (by zawieralo sie w 0P; i by domkniete kota
tego otoczenia w kazdej plaszczyznie {z} x C byly parami rozlaczne). Brzeg
O(Tube(T(p, my)---(ni,my))) jest homeomorficzny z torusem T. Ustalamy nastepu-
jacy homeomorfizm

QT — a(Tube(T(m,m1)~~~(nk,mk))):

Qk(627rit7627ris) — (eQﬂ'inl...nk,t 2wiming...nt + T2627rim2n3...nkt_+_

,T1€

o TR 7T, t,s €[0,1])}.
Niech T, ,, m.s, bedzie dowolnym wezlem torycznym pierwszego rzedu lezacym
w T C OP. Wowczas @ (T, yy,muy,) jest weztem w OP, a tym samym weztem w
S3. Tego typu wezly nazywamy weztami torycznymi (k + 1)-szego rzedu. Jest on

zadany wzorem

t = (627rm1...nk+1t’ ,rleszmlnz...nk+1t+r262mm2n3...nk+1t+

2mimene 41t Qﬂimk+1t)

...t TRe + rie
dla t € [0,1].

W czesci I udowodniliSémy, ze wezel toryczny pierwszego rzedu 7, ., jest try-
wialny wtedy i tylko wtedy, gdy n = 1 lub m = 1. Ze wzgledu na brak symetrii
miedzy zmiennymi z i y w definicji weztéw torycznych wyzszych rzedéw twierdzenie
tego typu zachodzi tylko dla pierwszej wspolrzednej. Mianowicie,

Stwierdzenie 2.1 Niech T(;, m,)...(ny,my) bedzie weztem torycznym k-tego rzedu i
n; =1 dla pewnego i € {1,...,k}. Wowczas

(n1,m1)-(ng,mp) T(n1,m1)--~(ni71,mi71)(m+17mi+1)-~~(nk7mk)'

Dowéd. Najpierw wykazemy, ze T(n, m,)-(ni_y,mi_1)(1,m;) J€St réwnowazny
Tiny mis)ee-(nie1,mi_r). W OP. Dla dowolnego x = 2™ w plaszczyznie {x} x C mamy
ny...nj—1 punktow wezta T, my)..(ni_y,miq) lezacych w kole jednostkowym.
Wokot kazdego z tych punktéw dany jest okrag o dostatecznie malym promie-
niu 7; (takim by domnkiete kota o tych promieniach bylty roztaczne i zawieraty
sie we wnetrzu kola jednostkowego). Na kazdym z tych okregdéw dany jest jeden
punkt wezta Ty, my)e.(nimy,mi_1)(1,m;) 1 punkty te zaleza w sposob ciagly od z. Za-
ktadajac, ze r; sa dostatecznie mate mozemy te kota zawrzeé¢ w kotach o wiekszych
promieniach 7; > r; i tych samych $rodkach takich, ze kota te po domknieciu sg
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nadal rozlaczne i zawieraja sie we wnetrzu kota jednostkowego.

A

Latwo wykazaé, ze istnieje homeomorfizm h, kota jednostkowego na siebie prze-
prowadzajacy punkty wezla Ty, ). (ni_y,mi1)(1,m;) D& odpowiadajace im punkty
wezta T, i) (ni_1,m;_1) 1 bedacy identycznodcig na brzegu kota jednostkowego i
kot o promieniach 7;. Ponadto homeomorfizmy h, mozemy tak wybraé, by zalezaty
w sposob ciagly od z. Wéwcezas odwzorowanie

F:0P — 0P,

Flop (z,y) = (2, he (y)),

Flop,(z,y) = (z,y)
jest homeomorfizmem OP na siebie przeksztatcajacym Tin, mi).-(ni_y,mi_1)(1,m:)
na wezel T(p, my)-(ni_y,mi_,)- Dalsze operacje konstrukeji weziéw torycznych kole-
jnych rzedow zastosowane do wezlow réownowaznych Ty, my).(nizymis)(1,me) 1

Tinymi)(ni1,mi_y)> Prowadza do weztéw réwnowaznych.
To koniczy dowdd stwierdzenia. [ ]

Uwaga 2.2 Analogiczne twierdzenie nie zachodzi gdy m; = 1 dla pewnego i €
{1,...,k}. Zobacz uwage 2.8.

Wyznaczymy teraz grupy podstawowe weztow T(,, m)...(ny,my)- Grupg weziow
torycznych pierwszego rzedu wyznaczyliSmy w I czesci artykulu. Dla dowolnych
ny,my € N, NWD(nq,m;) = 1, mamy

T(Tnymy) = F(z,y)/ (mnlyiml) .

Obliczymy teraz grupe podstawowa weztéw drugiego rzedu Tin, m,)(ns,ms)-
Z definicji

71'(T(nl,mﬂ(nz,1712)) =m (0P \ Ty ymr) (n2,ma)s *) = m (@\ ‘I)I(T(nl,mﬂ(nz,mQ)); *),

gdzie punkt * & T(,; my)(na,ms)- Obierzmy punkt * na brzegu Tube(Ty, m, ). Jako
generatory rozwazmy trzy nastepujace petle o poczatku i koricu w *:
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1. petle v jak w przypadku wezta torycznego pierwszego rzedu T, ,,, nazwijmy
Ja tutaj o

2. petle ¢ jak w przypadku wezla torycznego pierwszego rzedu T, p,; nazwijmy
ja tutaj o1,

(dla lepszego geometrycznego przedstawienia tych petli narysowaliémy punkt x
poza torusem),

3. petle bedaca "osia" tubularnego otoczenia Tube(T),, m,); nazwijmy ja d.
Jest ona réwnowazna T}, m, W OP.

Wykazemy teraz
Lemat 2.3 Petle yo, 01 i 62 sq generatorami grupy (Tn, m1)(nz,ms))-

Dowéd. Dowdd przebiega podobnie jak w przypadku wezta pierwszego rzedu T, o, .
Poprzez homeomorfizm F : 9P — S? przenosimy rozwazania do S* = R? U {oo}.
Wezmy dowolna petle £ w R \ Tiny,m1)(n2,ms) © POCzatku i koficu w * (przypom-
nijmy, ze punkt * wybraliSmy na O(Tube(Ty, m,)) \ T(n,,mi1)(ns,ms)- Zmieniajac
homotopijnie k¥ mozemy zalozy¢, ze k jest lamana. Zatem k ma skoniczona liczbe
punktow wspolnych z O(Tube(Th, m,)). Pozwala to przedstawié & jako sume skon-
czonej liczby krzywych
K=K1...RKg,
gdzie kazda z krzywych k; przebiega albo w R3 \ Tube(T}, m,) (z wyjatkiem

kraincow) albo we wnetrzu Tube(Th,, m,) (z wyjatkiem kranicow). Na mocy lematu
3.4 z I czesci kazdy z punktéw wspolnych x z O(Tube(T), n,) mozna polaczyé
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krzywa z wybranym punktem * w 9(Tube(Ty, m, )\ T (n,,m1)(ns,ms)- Zatem zmienia-
jac homotopijnie k (przesuwajac kazdy z punktow wspolnych wraz z catg krzywa do
punktu x wzdtuz takiej krzywej) otrzymamy, ze k jest homotopijne sumie ¥y ... Kg,
gdzie kazda z krzywych &; jest petla w R3 \ Ttny,m1)(ne,ms) O POCzatku i koicu w
% i przebiega albo w R3 \ Tube(T,, mn,) albo w Int(Tube(Ty, m,)) (z wyjatkiem
krancow). Te przebiegajace w R3 \ Tube(T}, ,,) sa oczywiscie generowane przez
Yo 1 01, a te przebiegajace w Tube(Ty, m,) sa wielokrotnosciami d;. Zatem 7o, d; i
d2 sa generatorami grupy m(T(n, my)(na,ms))- ]

Okreslimy teraz relacje miedzy Yo, 61 1 d2 W T(T(n,,my)(nz,ms))- Oczywiscie
relacja miedzy 7o i 6; bedzie taka sama jak w przypadku wezla torycznego pier-
wszego rzedu Tp, m,)

(R1) T =0t

Do wyznaczenia relacji miedzy d2 a parg g, 61 musimy rozwazy¢ pomocnicza
petle v1 (odpowiada ona petli ¢ z przypadku wezta T, ,,, - zob. lemat 3.11 w I
czesei).

T

Na mocy tego lematu mamy

(1) M= 6?7072
gdzie a,b € N oraz am; — bn; = 1.

1. Rozwazmy petle kg o poczatku i koncu w punkcie x*, lezaca w
O(Tube(Ty, 1m,)) "rownolegta" do  Tin,,my)(na,ms), @ Wige obiegajaca
O(Tube(Ty, m,)) no-razy wzdluz i mg-razy wokol. Oznacza to ze za po-
moca homeomorfizmu ®; ! krzywa ko przechodzi w krzywa obiegajaca torus
T no-razy wzdluz i mo-razy wokol. Stad rzut k¢ na okrag jednostkowy (za
pomoca rzutowania m; : C2 — C na pierwsza o$) obiega ten okrag w kierunku
dodatnim njns razy.
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Jesli zmienimy homotopijnie ko tak, by lezala we wnetrzu Tube(Ty, m,)
(z wyjatkiem poczatku i korica w ), to oczywiscie

(2) ko ~ 8

(bo d jest "osia" Tube(Ty, im, ), & ko Obiega no-razy wzdluz to tubularne otoczenie).

Jesli teraz zmienimy homotopijnie kg tak, by lezala na zewnatrz Tube(Ty, m,)
(z wyjatkiem poczatku i korica w *), to
(3) Ko ~ Am2TTam2gmAne
Aby to uzasadni¢ wyznaczmy najpierw liczbe catkowita s taka, ze krzywa v{ kg jest
homotopijna wielokrotnosci 07, a doktadniej homotopijna §7''" (poniewaz rzut kg
na pierwsza o§ obiega okrag jednostkowy mins razy). Na jeden obrét rg woko?
Tube(Ty,,m,) (jest ich m») przypada zatem "2 obrotu rzutu na pierwsza of.
Zatem punkt P wykona ¢ := 712 . M1 — mnlz—;‘z obrotu

ma n1

Red Tube

Q)

-

Ky

Zatem aby otrzymac krzywa bedaca wielokrotnoscia d1, (jest ona osia Ty, m, , a wiec
na rysunku jest reprezentowana przez Srodek okregu) nalezy dokonaé¢ —1+« obrotu.
Poniewaz ko obraca si¢ mso razy wokol Tube(Tp, m,), wiec s = mao(—1 4+ a) =
—1my + myny. Zatem y; ™22 50 ~ 57172 Stad otrzymujemy (3).

Z (2) i (3) otrzymujemy relacje
(4) 632 ~ ,y{n27m1n26{741n2_
Na mocy (1) dostajemy relacje miedzy 7o, d1, 02
(R2) 552~ (80 b)) gz,
R1) i (R2) sa jedynymi relacjami miedzy +,d1,d2. Aby to wykaza¢ wystarczy
E% € Y

zastosowaé twierdzenie Seiferta-van Kampena (zob. dowod twierdzenia 3.10 w I
czesel). Zatem otrzymalismy
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Twierdzenie 2.4 Dla dowolnego wezta torycznego drugiego rzedu Ty, mi)(na,m»)
mamy

7 (T ) mnma) = Fl0,01,02)/ (8795 ™, (38957) ™7™ ojrmeo )

Mozemy teraz obliczy¢ wielomian Aleksandera wezta torycznego drugiego rzedu.
Dla dowolnych liczb naturalnych wzglednie pierwszych m,n okreslamy wielomiany

vt —1)(t—1)
Wim(t) := D)

Sa to istotnie wielomiany na mocy wlasnosci pierwiastkow z jedynki i zalozenia,
ze NWD(m,n) = 1. Wowczas na mocy I czesci wielomian Aleksandera wezta pier-

wszego rzedu T, ., jest rowny Wy, . (2).

Twierdzenie 2.5 Wielomian Aleksandera wezta torycznego drugiego rzedu T? :=
Ty my)(no,ms) Jest Towny

A2 (t) = Wn17m1 (tn2)Wn2,m2*m1n2+m1n1n2 (t)
Dowdd. 7 twierdzenia 2.4 mamy

m(T%) 2 Flyo,0,82)/ (979 ™ (3095 )"™ ™" o720, )

Oznaczajac pierwszy relacje przez R1 a drugg przez R2 otrzymamy poprzez for-
malne rézniczkowanie

aRl — _6n1,_)/7m1 76711 -1 a-Rl — 5?1 -1 8R1 —0.
90 L0 =1 86 & -1" 80,
oraz
—b ma2—Mmi1n2
OR, . ((55‘% ) - 1) W1
6 - _5170 an~—b 17
o 0ty —1 Yo —

6R2 _ ((5%707b)m27m1n2 -1 51a -1 + (6(1 _b)mz—mlnz &
o5, 6{‘7&"—1 6 —1 170 6 —1 °
6R2 a_ —b\M2—minz _ (5?2 -1
e §mna gy e .
09 ( 17 ) 1 2 5y — 1

Uwzgledniajac rownosé v, = ¢, b gdzie am; — bny = 1, oraz ze w grupie
7r(71(77,1,ml)(ngﬂnz))l mamy 7o = 7?17 61 = ’ﬁnla Otrzymujemy w W(T(nl,ml)(ng,mz))l
6R1 ’)/I“ml -1 8R1 ’}/I“ml -1 8R1

= — = :0
6’7/0 ’y{“—l ’ 8(51 7{n1_17 6(52
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oraz
OR: _ (™™ =)™ =1 (™M ) ™ -
o800 n-1 7t -1 m—1 n -1’
BR2 — 7{”‘27m1n2 - 1 ’Yilml B 1 + mo—minsg {nlnlnz B 1
04, v —1 Nt —1 ! nwr=1 "
8R2 7{”2*m1n2+m1’ﬂ1n2 -1
90y 5y — 1

Zatem minorami stopnia drugiego macierzy Aleksandera grupy = (72)" sa

ORy ORy

| B B | omoR,  omi 0B,
875 3512 (3’7/0 6(51 6(51 6’}/0
Lot (O ) 08 1) e 2
ST B T R S
o (T ) (™ =)
7t -1 n-1 7 -1
_ _,y{ng—mlnz (’YIlel _ 1) (,ﬁmnﬂlz _ 1) 3 ('Yinz_mﬂh _ 1) (,}{lel _ 1)
(' =DM -1 (' =DM =1
_ (,ﬁllml _ 1) (,YInQ—mln2+m1n1n2 _ 1) —w ( ),y{nz*mﬂlermlnlnz -1
G/ VICHEESY o 71 ’
M, = % T | _ OR1ORy _ o™ 1o mmetmmne
2T g o o 06, 4 —1 5y — 1 ’
M= | B B | _ OR1ORy ™ —1gmmintm g
I R T T | 5 —1

Poniewaz generatorem grupy m(72)" jest petla o
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wiec oczywiscie v, = 45 oraz z réwnosci (4) mamy Jy = 42T [ Grad

7(m2*m1n2+m1n1n2)n2 -1
— n 2
My = —Wnym, (722) o )
72" -1
n1ming (m2—minz+mining)n;
T2 -1 -1
M2 = nin — )
721 2 _ 1 ,}/;ﬂz minz2+mining _ 1
,ynlmlnz -1 ,y(mz—m17l2+m1n1n2)n2 -1
_ 12 2
My = NNz ,y;nz—mln2+m1n1n2 1

Poniewaz NWD(ns, ms — myng + minins) = 1, wiec tatwo wykazujemy

NWD(M;, My, Mz) = NWD(M;, NWD(Ms, Ms))

(m2—mina+minine)ne nimine niming
_ %) -1 N -1 N -1
= NWD <M17 ,y;nQ_man—i-mﬂung _ 1 NWD ( ,}{Lﬂlz _ 1 ? ,)/{77417742 _ 1

(ma2—mins+minina)ns 1

72 1%
=NWD (Ml’ 7m2—m1n2+m1n1n2 -1 n1,m1 (752)>
2

fy(mz—man—&-mlnlnz)ng -1 fy(mz—mln2+m1n1n2)n2 1
_ 7, 2 2
- Wnl,ml (722) NWD '7;2 -1 ’ ,y;nz—m1n2+m1mn2 -1

= Whimi (027) Whia,mo —mina +manine (72)-
Przyjmujac t = 7» otrzymujemy teze. |
Omowimy teraz ogoélny przypadek wezla torycznego g-tego rzedu
T9 := T(n, m1)--(ng,my) C OP.

Obliczymy jego grupe podstawowa (1Y) = w1 (OP \ TY, %), gdzie * ¢ TY. Punkt *
wybieramy na d(Tube(T971)) \ 79 Podobnie jak w przypadku weztéw torycznych
drugiego rzedu mozna wykazaé, ze generatorami 7(T') sa o oraz "osie" d1,...,d,
kolejnych otoczeri tubularnych.
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Oczywiscie §; ~ T° := Ty, 6o ~ T,....6, ~ T97' w OP. Rozumujac jak w
przypadku weztow torycznych drugiego rzedu (stosujac twierdzenie Seiferta-van
Kampena) otrzymamy, ze miedzy tymi generatorami zachodza relacje

.S 4 ma
R1.51 =% >
(5) Rg . 6?2 — 7{”2_”11”26?1”2,
Mg—Mg—1M MNg—11
Rg56;lg:’)/g_g1 g—1 gé‘gl g

g—1

gdzie Yo, V1, . .,Vg—1 sa petlami obejmujacymi jedna ni¢ wezla torycznego T, T,
oo, T,

T " 2

L] ° L]
Petle te spetniaja zaleznosci
Y1 = (51a1707b17 gdzie al,bl € N, aymig — b1n1 = 1,
(6) Yy = 842 tetam g2 o dzie ay by € N, agmy — byng = 1,

ag—1_ —bg_1+ag_1mg_oc—ag_1Mg_2 .
Yg—1 = 59"_1 Yg—5 g1 6g_§ 97%, gdzie ag—1,by—1 €N,

Ag—1Mg_1 — bg_lng_l =1.

Istotnie, wykazemy to dla ~», gdyz rozumowanie w ogélnym przypadku jest analog-
iczne. Musimy wyrazié¢ 72 za pomoca 7 , 81, 62. Umiesémy punkt * na &(Tube(T?))\
T?. Oznaczmy przez () punkt na O(Tube(T?)) \ T? rézniacy si¢ od punktu % o 1/m
obrotu rzutu na pierwszg o$ (we wspotrzednych zadanych kanonicznym homeomor-
fizmem ®; : T — 9(Tube(T1))).
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Na mocy lematu 3.4 w I czedci punkt ) mozna potaczy¢ z punktem x krzywy lezaca
w O(Tube(T*)) "réwnoleglta" do T2. We wspohrzednych zadanych kanonicznym
homeomorfizmem ®; : T — §(Tube(T!))) obiega ona as — 1/my razy wzdtuz i be
wokot torus 9(Tube(T")). Zatem przesuwajac punkt Q wzdtuz tej krzywej wraz
z calyg krzywa 7, otrzymamy krzywa homotopijna v w OP \ T? o poczatku i
konicu w *, ktorej pierwsza czes¢ lezy wewnatrz Tube(T!) (z wyjatkiem poczatku
i korica w *) a druga na zewnatrz Tube(T"). Oznaczmy te krzywe przez k; i ks,
czyli 72 = K1ke. Wyznaczymy teraz k1 i ko w zaleznodci od 71,61, 02. Poniewaz
krzywa laczaca @) z x dokonuje az — 1/mo a cze$é poczatkowa 7, od punktu x*
do @ dokonuje 1/ms obrotu wzdtuz d(Tube(T!)) (we wspolrzednych zadanych
kanonicznym homeomorfizmem ®; : T — 9(Tube(T?))), a d2 jest osia Tube(T"),
wiec oczywiscie
= 032,

Wyznaczenie ko jest znacznie trudniejsze. Krzywa ks dokonuje —bs obrotéow
wokot O(Tube(T!)) (we wspotrzednych zadanych homeomorfizmem ®). Wyz-
naczymy s € Z takie, by y{ko byla wielokrotnoscia 41, a dokladniej réwna d; #2™
(bo rzut k2 na pierwsza o$ dokonuje —asng obrotéw - —as obrotéw we wspolrzed-
nych ®; a kazdy taki obrét odpowiada n; obrotom rzutu na pierwsza o§ w C2).
Zaanalizujmy jeden obrét wokét O(Tube(T1)) w kierunku orientacji ujemne;j.

P,

S
&
)

Po jednym obrocie w kierunku ujemnym wokét d(Tube(T!)) punkt R przechodzi
w punkt R’ oraz rzut drogi wykonanej przez punkt R na pierwszg o§ wykona

oczywiscie n1 ¢ obrotu (bo predkosé obrotowa R to ¢2) w kierunku orientacji

ujemnej. Zatem punkt P (jego predkos¢ obrotowa to %) dokona wtedy obroét
a= " L1y § 22 — mbl:z w kierunku orientacji ujemnej. Zatem aby otrzymac krzywa

deqcad w1e10kr0tnosc1q 01 nie wystarczy dokonaé¢ 1 obrotu (na kazdy pojedynczy
obrét ks), ale nalezy dodaé jeszcze obrot a w kierunku ujemnym. Poniewaz ks
dokonuje by obrotow wiec s = by(1 — ) = bs — myas. Stad 7172 me2 g, = §, 2"

czyli Ky = 4y 2T me2§02m W konsekwencji

)

Y2 = K1kg = 5a2 b2+m1a26—a2n1

Zatem otrzymalismy
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Twierdzenie 2.6 Dla dowolnego ciggu par liczb naturalnych ((nq,mq)---
(ng,my)) takiego, ze NWD (n;,m;) =1,i=1,...,9, mamy

”T(T(nhml)m(ng,mg)) = '7:(’707617 sy 69)/(R17 sy Rg)a

gdzie Ry,..., R, sq relacjami podanymi w (5) i (6).

Mozemy teraz poda¢ wielomian Aleksandera wezta T :=T(y, my)-..(n,,m,)-
Twierdzenie 2.7

(7) ATQ (t) = Wn17>\1 (tnT“ng)an,)\z (tn3'~~ng) Tt an—lv/\gfl (tng)anv/\g (t)a

gdzie ciqg liczb A, --- , Ay jest okreslony rekurencyjnie
)\1 =m,
(8) Ak = mp — Mp_1ng + Ap—1ng—1ng, k> 2.

Dowéd. Wykazalismy to dla g = 11 g = 2. Dow6d ogoélnego przypadku mozna
znalez¢ w [Le]. |

Uwaga 2.8 W szczegolnosci dla wezta T := Tio 1)(2,1) mamy Arp(t) = Was(t), a

wiec nie jest to wezet trywialny.

Wykazemy teraz, ze przy dodatkowych warunkach wielomian Aleksandera wezta
torycznego jednoznacznie go charakteryzuje. Udowodnimy to przy zalozeniach
(9) ng>1, k=1,...,¢g
(10) mk—mk,lnk>0, k‘:2,...,g,

Warunek ten w przypadku weztéw torycznych zwiazanych z lokalnymi krzywymi
jest zawsze spelniony. Najpierw udowodnimy lemat

Lemat 2.9 Jesli zachodzg nieréwnosci (9) i (10), to
(11) )\g>)\mi...ng, 1=1,...,9—1,
(12) Agng > Ainj...ng, i=1,...,9—1
Dowé6d. Poniewaz druga nieréwno$é¢ wynika z pierwszej, wiec wystarczy udowod-
ni¢ pierwsza z nich. Z nieréwnosci (9) i (10) mamy
Ag =My —Mg_1Ng + Ag_1Ng_1Mg > Ag_1Ng_17y
= (mg_1 —mg_ang 1+ Xg_ang ong 1) ng 1104
> A972n972n§71n9 > Ag—aNg_aNg_1My,
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Twierdzenie 2.10 Niech T' := T(, my)(nyim,) @ T = T(n,1 ml ) (g m,) bedg
’ Rty
dwoma weztami torycznymi takimi ze
n;>1, i=1,...,9, n;>1, i=1,...,h,
(13) m; —mi—in; >0, 1=2,...,9,

! ! I .
m; —my;_n; >0, i=2,...,h.

Zatdzmy, zZe ich wielomiany Aleksandera Ap(t) i Api(t) sq réwne. Wowczas

g=nh,
— i
n;=n;, t1=1,...,g,
P
m; =my, 1=1,...,9.

Dowéd. Na mocy zatozenia Ar(t) = A (t). Wielomian Ap(t) zadany jest wzo-
rami (7) i (8). Analogicznie

! _ ny--n) ng---n) n}

7 () = Wiy xy (@727 )Wy ag (8737 ) o0 W e (@)W (1),
! !

1 =My,

o ! ! ! ! ! !

k=M =g g+ X g gny, k2> 2.

Wykazemy najpierw, ze

(14) (ﬂg, Ag) = (n;za A;L)

Z postaci wielomianéw rozkltadu Ar(t) i A% () na czynniki
(t}\ini-“ng _ 1) (tni+1"'ng _ 1)
(t)\ini+1~~ng _ 1) (tni~~~ng _ 1) ’
(troms — 1) (£ —1)

(P — 1) (0 — 1)

WTLh)\i (th—lmng) =

an)\g (t) =

i nier6wnosci (12) oraz analogicznej dla T' wynika, ze
(15) Agng = Ajnp,.

Istotnie, w przeciwnym przypadku bowiem, np. gdyby Agn, > A}nj, to na mocy
zalozenia, ze ny, > 1, nj > 1 pewien pierwotny pierwiastek z jednosci stopnia
Agng bylby pierwiastkiem wielomianu Az(t) a nie bytby pierwiastkiem A (t), co
niemozliwe.

Z rownosci (15)wynika w sposob podobny do powyzszego, ze

(16) D

Istotnie, w przeciwnym przypadku, np. gdyby Ay > A}, to z nieréwnosci (11) oraz
analogicznej dla T' wynikaloby, ze pewien pierwotny pierwiastek z jednoci stopnia
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Ay bylby pierwiastkiem wielomianu A7 (t) a nie bylby pierwiastkiem Az(t), co
niemozliwe.
Z rownosci (15) i (16) otrzymujemy (14). Stad

Wiy xg () = Wiy i ().
Zatem dzielac Ap(t) i Ay (t) przez ten wielomian oraz podstawiajac u = "9 otrzy-
mujemy rownos¢ wielomianow
Wiy g (@707 ) Wy g (w7707 0) L Wiy s ()
= Wiy g (W2 ) Wiy sy (W 1) L W ().
Wielomiany po obu stronach réwnosci sa wielomianami Aleksandera weztow to-

rycznych Tin, my). (ng_1,mg_1) 1 T(n’17m’1)...( ) Powtarzajac wielokrotnie
powyzsze rozumowanie otrzymamy kolejno

1 i
Mh—1:Mh_1

(ng—1,Ag-1) = (nh_1,Ah_1)

Stad g=hin; =n,dlai=1,...,g. Poniewaz A\; = my 1 \] = m], wiec my = m{.
Dalej korzystajac ze wzoréw na A; latwo otrzymujemy, ze rowniez m; = m} dla
i=2,...,9. To koniczy dowdd. [ ]
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3 Curves and knots II. Torus knots of higher order

Summary. In the article torus knots of higher order are described. They are
related to singularities of local analytic curves.
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