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KRZYWE A W�Z�Y II.
W�Z�Y TORYCZNE WY�SZYCH RZ�DÓW

Tadeusz Krasi«ski (�ód¹)
Abstract. W pracy omówione s¡ w¦zªy toryczne wy»szych rz¦dów. S¡ to w¦zªyodpowiadaj¡ce osobliwo±ciom krzywych analitycznych.

1 Wst¦p
W cz¦±ci I [Kr] omówili±my w¦zªy toryczne pierwszego rz¦du. Na mocy de�nicjiw¦zªem torycznym pierwszego rz¦du typu (n;m); gdzie n;m 2 N i NWD(n;m) = 1nazywamy obraz odwzorowania � : S1 ! @P; gdzie
S1 := fz 2 C : jzj = 1g = fe2�i� : � 2 [0; 1]g � okr¡g jednostkowy;P := f(x; y) 2 C2 : jxj � 1; jyj � 1g � policylinder o promieniach (1; 1);@P = f(x; y) 2 C2 : jxj = 1; jyj � 1g [ f(x; y) 2 C2 : jxj � 1; jyj = 1g = @P1 [ @P2;�(e2�it) := f(e2�int; e2�imt); t 2 [0; 1]g
i oznaczamy Tn;m: Poprzez homeomor�zm F : @P ! S3 := R3 [ f1g; opisany wcz¦±ci I, mo»emy traktowa¢ go równie» jako w¦zeª w S3: Wtedy jego przedstawienieparametryczne jest nast¦puj¡ce
F ��(e2�it) = ((2+cos 2�mt) cos 2�nt; (2+cos 2�mt) sin 2�nt; sin 2�mt); t 2 [0; 1]
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i le»y on w standardowym torusie T st w R3 zadanym parametrycznie

x1 = (2 + cos 2��) cos 2��;T st : x2 = (2 + cos 2��) sin 2��; 0 � �; � � 1;x3 = sin 2��:
Wykazali±my, »e jego grupa podstawowa �(Tn;m) := �1(@P n Tn;m; �); gdziepunkt � 62 Tn;m; jest równa F(x; y)= (xny�m) i korzystaj¡c z tego udowodnili±my,»e dwa w¦zªy toryczne pierwszego rz¦du Tn;m i Tk;l; n;m; k; l � 1 s¡ równowa»newtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jeden z warunków:1. (n = 1 lub m = 1) i (k = 1 lub l = 1) � wtedy Tn;m i Tk;l s¡ w¦zªamitrywialnymi,2. (n;m) = (k; l) lub (n;m) = (l; k) :W tej cz¦±ci omówimy podobne zagadnienia dla w¦zªów torycznych wy»szychrz¦dów otrzymanych poprzez iteracj¦ operacji opisywania w¦zªów torycznych pier-wszego rz¦du na brzegach otocze« tubularnych w¦zªów torycznych ni»szego rz¦du.

2 W¦zªy toryczne wy»szych rz¦dów
Przypomnijmy, »e z de�nicji torus T := f(x; y) 2 C2 : jxj = 1; jyj = 1g � @P:Niech n1;m1 2 N i NWD(n1;m1) = 1: We¹my pod uwag¦ w¦zeª torycznyTn1;m1 � @P: Zatem

Tn1;m1 = f(e2�in1t; e2�im1t); t 2 [0; 1]g � T � @P:
We¹my dowolne r1; 0 < r1 < 1: Zamiast Tn1;m1 rozwa»my równowa»ny mu w @Pw¦zeª

f(e2�in1t; r1e2�im1t); t 2 [0; 1]g � @P:
B¦dziemy go równie» oznacza¢ przez Tn1;m1 : Rozwa»my domkni¦te tubularne oto-czenie w¦zªa Tn1;m1 zawarte w @P okre±lone nast¦puj¡co

Tube(Tn1;m1) = [
(x;y)2Tn1;m1(fxg �K(y; r2));

gdzie r2 jest na tyle maªe, »e koªa domkni¦te o ±rodkach w punktach y1; : : : ; ym1 ipromieniu r2; gdzie
��11 (x) \ Tn1;m1 = x� fy1; : : : ; ym1g;
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zawieraj¡ si¦ w kole K(0; 1) i s¡ parami rozª¡czne.

Zatem Tube(Tn1;m1) dane jest parametrycznieTube(Tn1;m1) = f(e2�in1t; r1e2�im1t + re2�is); t; s 2 [0; 1]; r 2 [0; r2]g:Oczywi±cie Tube(Tn1;m1) � @P i brzeg Tube(Tn1;m1) jest homeomor�czny z toru-sem. Ustalamy nast¦puj¡cy homeomor�zm:�1 : T ! @(Tube(Tn1;m1));�1(e2�it; e2�is) = (e2�in1t; r1e2�im1t + r2e2�is); t; s 2 [0; 1]:Niech Tn2;m2 b¦dzie dowolnym w¦zªem torycznym pierwszego rz¦du le»¡cymw T � @P: Zatem n2;m2 2 N i NWD(n2;m2) = 1: Wówczas �1(Tn2;m2) jestw¦zªem w @P; a tym samym (poprzez homeomor�zm F )w¦zªem w S3: Tego typuw¦zªy nazywamy w¦zªami torycznymi drugiego rz¦du i oznaczamy T(n1;m1)(n2;m2)(zarówno w @P jak i w S3): Typ tego w¦ªa w @P nie zale»y od wyboru promienir1; r2 o ile speªniaj¡ one powy»sze zaªo»enia (bo istnieje homeomor�zm przeksztaª-caj¡cy koªo jednostkowe na siebie, b¦d¡ce to»samo±ci¡ na brzegu, przeprowadza-j¡ce punkty T(n1;m1)(n2;m2) na punkty takiego samego w¦zªa o innych promieniachr01; r02): Poniewa» w¦zeª Tn2;m2 w T jest zadany wzoremTn2;m2 = f(e2�in2t; e2�im2t); t 2 [0; 1]g � T;wi¦c T(n1;m1)(n2;m2) zadany jest wzorem
T(n1;m1)(n2;m2) = f(e2�in1n2t; r1e2�im1n2t + r2e2�im2t); t 2 [0; 1]g:
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W¦zªy toryczne wy»szych rz¦dów de�niujemy indukcyjnie. Dla danego w¦zªak-tego rz¦du T(n1;m1)���(nk;mk) � @P; k � 1; danego wzorem

[0; 1] 3 t 7! (e2�in1:::nkt; r1e2�im1n2:::nkt + r2e2�im2n3:::nkt + : : :+ rke2�imkt) 2 @P
rozwa»amy jego domkni¦te tubularne otoczenie Tube(T(n1;m1)���(nk;mk)) o dosta-tecznie maªym promieniu rk+1 (by zawieraªo si¦ w @P1 i by domkni¦te koªatego otoczenia w ka»dej pªaszczy¹nie fxg � C byªy parami rozª¡czne). Brzeg@(Tube(T(n1;m1)���(nk;mk))) jest homeomor�czny z torusem T: Ustalamy nast¦pu-j¡cy homeomor�zm

�k : T ! @(Tube(T(n1;m1)���(nk;mk)));�k(e2�it; e2�is) = (e2�in1:::nkt; r1e2�im1n2:::nkt + r2e2�im2n3:::nkt+: : :+ rke2�imkt + rk+1e2�is); t; s 2 [0; 1])g:
Niech Tnk+1;mk+1 b¦dzie dowolnym w¦zªem torycznym pierwszego rz¦du le»¡cymw T � @P: Wówczas �k(Tnk+1;mk+1) jest w¦zªem w @P; a tym samym w¦zªem wS3: Tego typu w¦zªy nazywamy w¦zªami torycznymi (k + 1)-szego rz¦du. Jest onzadany wzorem

t 7! (e2�in1:::nk+1t; r1e2�im1n2:::nk+1t+r2e2�im2n3:::nk+1t+: : :+ rke2�imknk+1t + rke2�imk+1t)
dla t 2 [0; 1]:W cz¦±ci I udowodnili±my, »e w¦zeª toryczny pierwszego rz¦du Tn;m jest try-wialny wtedy i tylko wtedy, gdy n = 1 lub m = 1: Ze wzgl¦du na brak symetriimi¦dzy zmiennymi x i y w de�nicji w¦zªów torycznych wy»szych rz¦dów twierdzenietego typu zachodzi tylko dla pierwszej wspóªrz¦dnej. Mianowicie,
Stwierdzenie 2.1 Niech T(n1;m1)���(nk;mk) b¦dzie w¦zªem torycznym k-tego rz¦du ini = 1 dla pewnego i 2 f1; : : : ; kg:Wówczas

T(n1;m1)���(nk;mk) � T(n1;m1)���(ni�1;mi�1)(ni+1;mi+1)���(nk;mk):
Dowód. Najpierw wyka»emy, »e T(n1;m1)���(ni�1;mi�1)(1;mi) jest równowa»nyT(n1;m1)���(ni�1;mi�1): w @P: Dla dowolnego x = e2�it w pªaszczy¹nie fxg�C mamyn1 : : : ni�1 punktów w¦zªa T(n1;m1)���(ni�1;mi�1) le»¡cych w kole jednostkowym.Wokóª ka»dego z tych punktów dany jest okr¡g o dostatecznie maªym promie-niu ri (takim by domnki¦te koªa o tych promieniach byªy rozª¡czne i zawieraªysi¦ we wn¦trzu koªa jednostkowego). Na ka»dym z tych okr¦gów dany jest jedenpunkt w¦zªa T(n1;m1)���(ni�1;mi�1)(1;mi) i punkty te zale»¡ w sposób ci¡gªy od x: Za-kªadaj¡c, »e ri s¡ dostatecznie maªe mo»emy te koªa zawrze¢ w koªach o wi¦kszychpromieniach eri > ri i tych samych ±rodkach takich, »e koªa te po domkni¦ciu s¡
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nadal rozª¡czne i zawieraj¡ si¦ we wn¦trzu koªa jednostkowego.

�atwo wykaza¢, »e istnieje homeomor�zm hx koªa jednostkowego na siebie prze-prowadzaj¡cy punkty w¦zªa T(n1;m1)���(ni�1;mi�1)(1;mi) na odpowiadaj¡ce im punktyw¦zªa T(n1;m1)���(ni�1;mi�1) i b¦d¡cy identyczno±ci¡ na brzegu koªa jednostkowego ikóª o promieniach eri. Ponadto homeomor�zmy hx mo»emy tak wybra¢, by zale»aªyw sposób ci¡gªy od x: Wówczas odwzorowanie
F : @P ! @P;F j@P1(x; y) := (x; hx(y));F j@P2(x; y) := (x; y)

jest homeomor�zmem @P na siebie przeksztaªcaj¡cym T(n1;m1)���(ni�1;mi�1)(1;mi)na w¦zeª T(n1;m1)���(ni�1;mi�1): Dalsze operacje konstrukcji w¦zªów torycznych kole-jnych rz¦dów zastosowane do w¦zªów równowa»nych T(n1;m1)���(ni�1;mi�1)(1;mi) iT(n1;m1)���(ni�1;mi�1); prowadz¡ do w¦zªów równowa»nych.To ko«czy dowód stwierdzenia.Uwaga 2.2 Analogiczne twierdzenie nie zachodzi gdy mi = 1 dla pewnego i 2f1; : : : ; kg: Zobacz uwag¦ 2.8.
Wyznaczymy teraz grupy podstawowe w¦zªów T(n1;m1)���(nk;mk): Grup¦ w¦zªówtorycznych pierwszego rz¦du wyznaczyli±my w I cz¦±ci artykuªu. Dla dowolnychn1;m1 2 N; NWD(n1;m1) = 1; mamy

�(Tn1;m1) = F(x; y)= �xn1y�m1� :
Obliczymy teraz grup¦ podstawow¡ w¦zªów drugiego rz¦du T(n1;m1)(n2;m2).Z de�nicji

�(T(n1;m1)(n2;m2)) = �1(@P n T(n1;m1)(n2;m2); �) = �1(R3 n �1(T(n1;m1)(n2;m2)); �);gdzie punkt � 62 T(n1;m1)(n2;m2): Obierzmy punkt � na brzegu Tube(Tn1;m1): Jakogeneratory rozwa»my trzy nast¦puj¡ce p¦tle o pocz¡tku i ko«cu w �:
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1. p¦tl¦ 
 jak w przypadku w¦zªa torycznego pierwszego rz¦du Tn;m; nazwijmyj¡ tutaj 
02. p¦tl¦ � jak w przypadku w¦zªa torycznego pierwszego rz¦du Tn;m; nazwijmyj¡ tutaj �1;

(dla lepszego geometrycznego przedstawienia tych p¦tli narysowali±my punkt �poza torusem),3. p¦tl¦ b¦d¡c¡ "osi¡" tubularnego otoczenia Tube(Tn1;m1); nazwijmy j¡ �2:Jest ona równowa»na Tn1;m1 w @P:

Wyka»emy teraz
Lemat 2.3 P¦tle 
0; �1 i �2 s¡ generatorami grupy �(T(n1;m1)(n2;m2)):Dowód. Dowód przebiega podobnie jak w przypadku w¦zªa pierwszego rz¦du Tn;m:Poprzez homeomor�zm F : @P ! S3 przenosimy rozwa»ania do S3 = R3 [ f1g:We¹my dowoln¡ p¦tl¦ � w R3 n T(n1;m1)(n2;m2) o pocz¡tku i ko«cu w � (przypom-nijmy, »e punkt � wybrali±my na @(Tube(Tn1;m1)) n T(n1;m1)(n2;m2): Zmieniaj¡chomotopijnie � mo»emy zaªo»y¢, »e � jest ªaman¡. Zatem � ma sko«czona liczb¦punktów wspólnych z @(Tube(Tn1;m1)): Pozwala to przedstawi¢ � jako sum¦ sko«-czonej liczby krzywych � = �1 : : : �k;gdzie ka»da z krzywych �i przebiega albo w R3 n Tube(Tn1;m1) (z wyj¡tkiemkra«ców) albo we wn¦trzu Tube(Tn1;m1) (z wyj¡tkiem kra«ców). Na mocy lematu3.4 z I cz¦±ci ka»dy z punktów wspólnych � z @(Tube(Tn1;m1) mo»na poª¡czy¢
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krzyw¡ z wybranym punktem � w @(Tube(Tn1;m1))nT(n1;m1)(n2;m2): Zatem zmienia-j¡c homotopijnie � (przesuwaj¡c ka»dy z punktów wspólnych wraz z caª¡ krzyw¡ dopunktu � wzdªu» takiej krzywej) otrzymamy, »e � jest homotopijne sumie e�1 : : : e�k;gdzie ka»da z krzywych e�i jest p¦tl¡ w R3 n T(n1;m1)(n2;m2) o pocz¡tku i ko«cu w� i przebiega albo w R3 n Tube(Tn1;m1) albo w Int(Tube(Tn1;m1)) (z wyj¡tkiemkra«ców). Te przebiegaj¡ce w R3 n Tube(Tn1;m1) s¡ oczywi±cie generowane przez
0 i �1; a te przebiegaj¡ce w Tube(Tn1;m1) s¡ wielokrotno±ciami �2: Zatem 
0; �1 i�2 s¡ generatorami grupy �(T(n1;m1)(n2;m2)):Okre±limy teraz relacj¦ mi¦dzy 
0; �1 i �2 w �(T(n1;m1)(n2;m2)): Oczywi±cierelacja mi¦dzy 
0 i �1 b¦dzie taka sama jak w przypadku w¦zªa torycznego pier-wszego rz¦du T(n1;m1)(R1) 
m10 = �n11 :Do wyznaczenia relacji mi¦dzy �2 a par¡ 
0; �1 musimy rozwa»y¢ pomocnicz¡p¦tl¦ 
1 (odpowiada ona p¦tli t z przypadku w¦zªa Tn;m - zob. lemat 3.11 w Icz¦±ci).

Na mocy tego lematu mamy(1) 
1 = �a1
�b0 ;gdzie a; b 2 N oraz am1 � bn1 = 1:1. Rozwa»my p¦tl¦ �0 o pocz¡tku i ko«cu w punkcie �; le»¡c¡ w@(Tube(Tn1;m1)) "równolegª¡" do T(n1;m1)(n2;m2); a wi¦c obiegaj¡c¡@(Tube(Tn1;m1)) n2-razy wzdªu» i m2-razy wokóª. Oznacza to »e za po-moc¡ homeomor�zmu ��11 krzywa �0 przechodzi w krzyw¡ obiegaj¡c¡ torusT n2-razy wzdªu» i m2-razy wokóª. St¡d rzut �0 na okr¡g jednostkowy (zapomoc¡ rzutowania �1 : C2 ! C na pierwsz¡ o±) obiega ten okr¡g w kierunkudodatnim n1n2 razy.
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Je±li zmienimy homotopijnie �0 tak, by le»aªa we wn¦trzu Tube(Tn1;m1)(z wyj¡tkiem pocz¡tku i ko«ca w �), to oczywi±cie

(2) �0 � �n22
(bo �2 jest "osi¡" Tube(Tn1;m1); a �0 obiega n2-razy wzdªu» to tubularne otoczenie).Je±li teraz zmienimy homotopijnie �0 tak, by le»aªa na zewn¡trz Tube(Tn1;m1)(z wyj¡tkiem pocz¡tku i ko«ca w �), to
(3) �0 � 
m2�m1n21 �n1n21 :
Aby to uzasadni¢ wyznaczmy najpierw liczb¦ caªkowit¡ s tak¡, »e krzywa 
s1�0 jesthomotopijna wielokrotno±ci �1; a dokªadniej homotopijna �n1n21 (poniewa» rzut �0na pierwsz¡ o± obiega okr¡g jednostkowy n1n2 razy). Na jeden obrót �0 wokóªTube(Tn1;m1) (jest ich m2) przypada zatem n1n2m2 obrotu rzutu na pierwsz¡ o±.Zatem punkt P wykona � := n1n2m2 � m1n1 = m1n2m2 obrotu

Zatem aby otrzyma¢ krzyw¡ b¦d¡c¡ wielokrotno±ci¡ �1; (jest ona osi¡ Tn1;m1 ; a wi¦cna rysunku jest reprezentowana przez ±rodek okr¦gu) nale»y dokon¡¢ �1+� obrotu.Poniewa» �0 obraca si¦ m2 razy wokóª Tube(Tn1;m1); wi¦c s = m2(�1 + �) =�m2 +m1n2: Zatem 
�m2+m1n21 �0 � �n1n21 : St¡d otrzymujemy (3).Z (2) i (3) otrzymujemy relacj¦
(4) �n22 � 
m2�m1n21 �n1n21 :

Na mocy (1) dostajemy relacj¦ mi¦dzy 
0; �1; �2
(R2) �n22 � ��a1
�b0 �m2�m1n2 �n1n21 :
(R1) i (R2) s¡ jedynymi relacjami mi¦dzy 
; �1; �2: Aby to wykaza¢ wystarczyzastosowa¢ twierdzenie Seiferta-van Kampena (zob. dowód twierdzenia 3.10 w Icz¦±ci). Zatem otrzymali±my
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Twierdzenie 2.4 Dla dowolnego w¦zªa torycznego drugiego rz¦du T(n1;m1)(n2;m2)mamy

�(T(n1;m1)(n2;m2)) �= F(
0; �1; �2)=��n11 
�m10 ; ��a1
�b0 �m2�m1n2 �n1n21 ��n22 �
Mo»emy teraz obliczy¢ wielomian Aleksandera w¦zªa torycznego drugiego rz¦du.Dla dowolnych liczb naturalnych wzgl¦dnie pierwszych m;n okre±lamy wielomiany

Wn;m(t) := (tnm � 1)(t� 1)(tn � 1)(tm � 1) :
S¡ to istotnie wielomiany na mocy wªasno±ci pierwiastków z jedynki i zaªo»enia,»e NWD(m;n) = 1: Wówczas na mocy I cz¦±ci wielomian Aleksandera w¦zªa pier-wszego rz¦du Tn;m jest równy Wn;m(t):
Twierdzenie 2.5 Wielomian Aleksandera w¦zªa torycznego drugiego rz¦du T 2 :=T(n1;m1)(n2;m2) jest równy

AT 2(t) = Wn1;m1(tn2)Wn2;m2�m1n2+m1n1n2(t):Dowód. Z twierdzenia 2.4 mamy
�(T 2) �= F(
0; �1; �2)=��n11 
�m10 ; ��a1
�b0 �m2�m1n2 �n1n21 ��n22 � :

Oznaczaj¡c pierwsz¡ relacj¦ przez R1 a drug¡ przez R2 otrzymamy poprzez for-malne ró»niczkowanie
@R1@
0 = ��n11 
�m10 
m10 � 1
0 � 1 ; @R1@�1 = �n11 � 1�1 � 1 ; @R1@�2 = 0:

oraz
@R2@
0 = ��a1
�b0

���a1
�b0 �m2�m1n2 � 1��a1
�b0 � 1 
b0 � 1
0 � 1 ;
@R2@�1 = ��a1
�b0 �m2�m1n2 � 1�a1
�b0 � 1 �a1 � 1�1 � 1 + ��a1
�b0 �m2�m1n2 �n1n21 � 1�1 � 1 ;
@R2@�2 = � ��a1
�b0 �m2�m1n2 �n1n21 ��n22 �n22 � 1�2 � 1 :

Uwzgl¦dniaj¡c równo±¢ 
1 = �a1
�b0 ; gdzie am1 � bn1 = 1, oraz »e w grupie�(T(n1;m1)(n2;m2))0 mamy 
0 = 
n11 ; �1 = 
m11 , otrzymujemy w �(T(n1;m1)(n2;m2))0
@R1@
0 = �
n1m11 � 1
n11 � 1 ; @R1@�1 = 
n1m11 � 1
m11 � 1 ; @R1@�2 = 0
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oraz

@R2@
0 = �
1 �
m2�m1n21 � 1�
1 � 1 
bn11 � 1
n11 � 1 = ��
m2�m1n21 � 1�
1 � 1 
am11 � 
1
n11 � 1 ;
@R2@�1 = 
m2�m1n21 � 1
1 � 1 
am11 � 1
m11 � 1 + 
m2�m1n21 
m1n1n21 � 1
m11 � 1 ;
@R2@�2 = �
m2�m1n2+m1n1n21 � 1�2 � 1 :

Zatem minorami stopnia drugiego macierzy Aleksandera grupy �(T 2)0 s¡
M1 = ����� @R1@
0 @R1@�1@R2@
0 @R2@�1

����� = @R1@
0 @R2@�1 � @R1@�1 @R2@
0
= �
n1m11 � 1
n11 � 1

 �
m2�m1n21 � 1�
1 � 1 (
am11 � 1)
m11 � 1 + 
m2�m1n21 
m1n1n21 � 1
m11 � 1
!

� 
n1m11 � 1
m11 � 1
 ��
m2�m1n21 � 1�
1 � 1 (
am11 � 
1)
n11 � 1

!

= �
m2�m1n21 (
n1m11 � 1) (
m1n1n21 � 1)(
n11 � 1) (
m11 � 1) � (
m2�m1n21 � 1) (
n1m11 � 1)(
n11 � 1) (
m11 � 1)
= � (
n1m11 � 1) �
m2�m1n2+1 m1n1n2 � 1�(
n11 � 1) (
m11 � 1) = �Wn1;m1(
1)
m2�m1n2+1 m1n1n2 � 1
1 � 1 ;

M2 = ����� @R1@
0 @R1@�2@R2@
0 @R2@�2
����� = @R1@
0 @R2@�2 = 
n1m11 � 1
n11 � 1 
m2�m1n2+m1n1n21 � 1�2 � 1 ;

M3 = ����� @R1@�1 @R1@�2@R2@�1 @R2@�2
����� = @R1@�1 @R2@�2 = 
n1m11 � 1
m11 � 1 
m2�m1n2+m1n1n21 � 1�2 � 1 :

Poniewa» generatorem grupy �(T 2)0 jest p¦tla 
2
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wi¦c oczywi±cie 
1 = 
n22 oraz z równo±ci (4) mamy �2 = 
m2�m1n2+m1n1n22 : St¡d

M1 = �Wn1;m1(
n22 )
(m2�m1n2+m1n1n2)n22 � 1
n22 � 1 ;
M2 = 
n1m1n22 � 1
n1n22 � 1 
(m2�m1n2+m1n1n2)n22 � 1
m2�m1n2+m1n1n22 � 1 ;
M3 = 
n1m1n22 � 1
m1n22 � 1 
(m2�m1n2+m1n1n2)n22 � 1
m2�m1n2+m1n1n22 � 1 :

Poniewa» NWD(n2;m2 �m1n2 +m1n1n2) = 1; wi¦c ªatwo wykazujemy
NWD(M1;M2;M3) = NWD(M1;NWD(M2;M3))
= NWD M1; 
(m2�m1n2+m1n1n2)n22 � 1
m2�m1n2+m1n1n22 � 1 NWD�
n1m1n21 � 1
n1n21 � 1 ; 
n1m1n21 � 1
m1n21 � 1

�!

= NWD M1; 
(m2�m1n2+m1n1n2)n22 � 1
m2�m1n2+m1n1n22 � 1 Wn1;m1(
n22 )!

= Wn1;m1(
n22 )NWD 
(m2�m1n2+m1n1n2)n22 � 1
n22 � 1 ; 
(m2�m1n2+m1n1n2)n22 � 1
m2�m1n2+m1n1n22 � 1
!

= Wn1;m1(
n22 )Wn2;m2�m1n2+m1n1n2(
2):Przyjmuj¡c t = 
2 otrzymujemy tez¦.
Omowimy teraz ogólny przypadek w¦zªa torycznego g-tego rz¦du

T g := T(n1;m1)���(ng;mg) � @P:
Obliczymy jego grup¦ podstawow¡ �(T g) = �1(@P n T g; �); gdzie � 62 T g: Punkt �wybieramy na @(Tube(T g�1)) n T g Podobnie jak w przypadku w¦zªów torycznychdrugiego rz¦du mo»na wykaza¢, »e generatorami �(T g) s¡ 
0 oraz "osie" �1; : : : ; �gkolejnych otocze« tubularnych.
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Oczywiscie �1 � T 0 := T1;1; �2 � T 1; : : : ; �g � T g�1 w @P: Rozumuj¡c jak wprzypadku w¦zªów torycznych drugiego rz¦du (stosuj¡c twierdzenie Seiferta-vanKampena) otrzymamy, »e mi¦dzy tymi generatorami zachodz¡ relacje

R1 : �n11 = 
m10 ;R2 : �n22 = 
m2�m1n21 �n1n21 ;(5) ::::::::::::::::::::Rg : �ngg = 
mg�mg�1ngg�1 �ng�1ngg�1 ;
gdzie 
0; 
1; : : : ; 
g�1 s¡ p¦tlami obejmuj¡cymi jedn¡ ni¢ w¦zªa torycznego T 0; T 1;: : : ; T g�1:

P¦tle te speªniaj¡ zale»no±ci

1 = �a11 
�b10 ; gdzie a1; b1 2 N, a1m1 � b1n1 = 1;
2 = �a22 
�b2+a2m11 ��a2n11 ; gdzie a2; b2 2 N, a2m2 � b2n2 = 1;(6) :::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
g�1 = �ag�1g�1 
�bg�1+ag�1mg�2g�2 ��ag�1ng�2g�2 ; gdzie ag�1; bg�1 2 N,ag�1mg�1 � bg�1ng�1 = 1:

Istotnie, wyka»emy to dla 
2; gdy» rozumowanie w ogólnym przypadku jest analog-iczne. Musimy wyrazi¢ 
2 za pomoc¡ 
1; �1; �2: Umie±¢my punkt � na @(Tube(T 1))nT 2: Oznaczmy przez Q punkt na @(Tube(T 1))nT 2 ró»ni¡cy si¦ od punktu � o 1=mobrotu rzutu na pierwsz¡ o± (we wspóªrz¦dnych zadanych kanonicznym homeomor-�zmem �1 : T ! @(Tube(T 1))).
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Na mocy lematu 3.4 w I cz¦±ci punkt Q mo»na poª¡czy¢ z punktem � krzyw¡ le»¡c¡w @(Tube(T 1)) "równolegª¡" do T 2: We wspóªrz¦dnych zadanych kanonicznymhomeomor�zmem �1 : T ! @(Tube(T 1))) obiega ona a2 � 1=m2 razy wzdªu» i b2wokóª torus @(Tube(T 1)): Zatem przesuwaj¡c punkt Q wzdªu» tej krzywej wrazz caª¡ krzyw¡ 
2 otrzymamy krzyw¡ homotopijn¡ 
2 w @P n T 2 o pocz¡tku iko«cu w �; której pierwsza cz¦±¢ le»y wewn¡trz Tube(T 1) (z wyj¡tkiem pocz¡tkui ko«ca w �) a druga na zewn¡trz Tube(T 1): Oznaczmy te krzywe przez �1 i �2;czyli 
2 = �1�2: Wyznaczymy teraz �1 i �2 w zale»no±ci od 
1; �1; �2: Poniewa»krzywa ª¡cz¡ca Q z � dokonuje a2 � 1=m2 a cz¦±¢ pocz¡tkowa 
2 od punktu �do Q dokonuje 1=m2 obrotu wzdªu» @(Tube(T 1)) (we wspóªrz¦dnych zadanychkanonicznym homeomor�zmem �1 : T ! @(Tube(T 1))), a �2 jest osi¡ Tube(T 1);wi¦c oczywi±cie �1 = �a22 :Wyznaczenie �2 jest znacznie trudniejsze. Krzywa �2 dokonuje �b2 obrotówwokóª @(Tube(T 1)) (we wspóªrz¦dnych zadanych homeomor�zmem �1). Wyz-naczymy s 2 Z takie, by 
s1�2 byªa wielokrotno±ci¡ �1; a dokªadniej równa ��a2n11(bo rzut �2 na pierwsz¡ o± dokonuje �a2n1 obrotów - �a2 obrotów we wspóªrz¦d-nych �1 a ka»dy taki obrót odpowiada n1 obrotom rzutu na pierwsz¡ o± w C2):Zaanalizujmy jeden obrót wokóª @(Tube(T 1)) w kierunku orientacji ujemnej.

Po jednym obrocie w kierunku ujemnym wokóª @(Tube(T 1)) punkt R przechodziw punkt R0 oraz rzut drogi wykonanej przez punkt R na pierwsz¡ o± wykonaoczywi±cie n1 a2b2 obrotu (bo pr¦dko±¢ obrotowa R to a2b2 ) w kierunku orientacjiujemnej. Zatem punkt P (jego pr¦dko±¢ obrotowa to m1n1 ) dokona wtedy obrót� = m1n1 n1 a2b2 = m1a2b2 w kierunku orientacji ujemnej. Zatem aby otrzyma¢ krzyw¡b¦d¡c¡ wielokrotno±ci¡ �1 nie wystarczy dokona¢ 1 obrotu (na ka»dy pojedynczyobrót �2), ale nale»y doda¢ jeszcze obrót � w kierunku ujemnym. Poniewa» �2dokonuje b2 obrotów wi¦c s = b2(1 � �) = b2 �m1a2: St¡d 
b2�m1a21 �2 = ��a2n11 ;czyli �2 = 
�b2+m1a21 ��a2n11 : W konsekwencji

2 = �1�2 = �a22 
�b2+m1a21 ��a2n11 :

Zatem otrzymali±my
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Twierdzenie 2.6 Dla dowolnego ci¡gu par liczb naturalnych ((n1;m1) � � �(ng;mg)) takiego, »e NWD(ni;mi) = 1; i = 1; : : : ; g; mamy

�(T(n1;m1)���(ng;mg)) = F(
0; �1; : : : ; �g)=(R1; : : : ; Rg);gdzie R1; : : : ; Rg s¡ relacjami podanymi w (5) i (6).
Mo»emy teraz poda¢ wielomian Aleksandera w¦zªa T g := T(n1;m1)���(ng;mg):Twierdzenie 2.7

(7) AT g (t) = Wn1;�1(tn2���ng )Wn2;�2(tn3���ng ) : : :Wng�1;�g�1(tng )Wng;�g (t);gdzie ci¡g liczb �1; � � � ; �g jest okre±lony rekurencyjnie
�1 = m1;�k = mk �mk�1nk + �k�1nk�1nk; k � 2:(8)Dowód. Wykazali±my to dla g = 1 i g = 2: Dowód ogólnego przypadku mo»naznale¹¢ w [Le].Uwaga 2.8 W szczególno±ci dla w¦zªa T := T(2;1)(2;1) mamy AT (t) = W2;3(t); awi¦c nie jest to w¦zeª trywialny.

Wyka»emy teraz, »e przy dodatkowych warunkach wielomian Aleksandera w¦zªatorycznego jednoznacznie go charakteryzuje. Udowodnimy to przy zaªo»eniach
nk > 1; k = 1; : : : ; g(9) mk �mk�1nk > 0; k = 2; : : : ; g;(10)

Warunek ten w przypadku w¦zªów torycznych zwi¡zanych z lokalnymi krzywymijest zawsze speªniony. Najpierw udowodnimy lematLemat 2.9 Je±li zachodz¡ nierówno±ci (9) i (10), to
�g > �ini : : : ng; i = 1; : : : ; g � 1;(11) �gng > �ini : : : ng; i = 1; : : : ; g � 1:(12)Dowód. Poniewa» druga nierówno±¢ wynika z pierwszej, wi¦c wystarczy udowod-ni¢ pierwsz¡ z nich. Z nierówno±ci (9) i (10) mamy

�g = mg �mg�1ng + �g�1ng�1ng > �g�1ng�1ng= (mg�1 �mg�2ng�1 + �g�2ng�2ng�1)ng�1ng> �g�2ng�2n2g�1ng � �g�2ng�2ng�1ng� : : : � �ini : : : ng:
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Twierdzenie 2.10 Niech T := T(n1;m1)���(ng;mg) i T 0 := T(n01;m01)���(n0h;m0

h) b¦d¡dwoma w¦zªami torycznymi takimi »e
ni > 1; i = 1; : : : ; g; n0i > 1; i = 1; : : : ; h;mi �mi�1ni > 0; i = 2; : : : ; g;(13) m0i �m0i�1n0i > 0; i = 2; : : : ; h:

Zaªó»my, »e ich wielomiany Aleksandera AT (t) i AT 0(t) s¡ równe. Wówczas
g = h;ni = n0i; i = 1; : : : ; g;mi = m0i; i = 1; : : : ; g:

Dowód. Na mocy zaªo»enia AT (t) = AT 0(t): Wielomian AT (t) zadany jest wzo-rami (7) i (8). Analogicznie
A0T 0(t) = Wn01;�01(tn02���n0h)Wn02;�02(tn03���n0h) : : :Wn0

h�1;�0h�1(tn0h)Wn0
h
;�0
h
(t);�01 = m01;�0k = m0k �m0k�1n0k + �0k�1n0k�1n0k; k � 2:

Wyka»emy najpierw, »e
(14) (ng; �g) = (n0h; �0h):Z postaci wielomianów rozkªadu AT (t) i A0T 0(t) na czynniki

Wni;�i(tni+1���ng ) = �t�ini���ng � 1� (tni+1���ng � 1)(t�ini+1���ng � 1) (tni���ng � 1) ;
Wng;�g (t) = �t�gng � 1� (t� 1)(t�g � 1) (tng � 1)

i nierówno±ci (12) oraz analogicznej dla T 0 wynika, »e
(15) �gng = �0hn0h:Istotnie, w przeciwnym przypadku bowiem, np. gdyby �gng > �0hn0h; to na mocyzaªo»enia, »e ng > 1; n0h > 1 pewien pierwotny pierwiastek z jedno±ci stopnia�gng byªby pierwiastkiem wielomianu AT (t) a nie byªby pierwiastkiem AT 0(t); coniemo»liwe.Z równo±ci (15)wynika w sposób podobny do powy»szego, »e
(16) �g = �0h:Istotnie, w przeciwnym przypadku, np. gdyby �g > �0h; to z nierówno±ci (11) orazanalogicznej dla T 0 wynikaªoby, »e pewien pierwotny pierwiastek z jedno±ci stopnia
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�g byªby pierwiastkiem wielomianu AT 0(t) a nie byªby pierwiastkiem AT (t); coniemo»liwe.Z równo±ci (15) i (16) otrzymujemy (14). St¡d

Wng;�g (t) = Wn0
h
;�0
h
(t):

Zatem dziel¡c AT (t) i AT 0(t) przez ten wielomian oraz podstawiaj¡c u = tng otrzy-mujemy równo±¢ wielomianów
Wn1;�1(un2���ng�1)Wn2;�2(un3���ng�1) : : :Wng�1;�g�1(u)= Wn01;�01(un02���n0h�1)Wn02;�02(un03���n0h�1) : : :Wn0

h�1;�0h�1(u):Wielomiany po obu stronach równo±ci s¡ wielomianami Aleksandera w¦zªów to-rycznych T(n1;m1):::(ng�1;mg�1) i T(n01;m01):::(n0h�1;m0

h�1): Powtarzaj¡c wielokrotniepowy»sze rozumowanie otrzymamy kolejno
(ng�1; �g�1) = (n0h�1; �0h�1):::::::::::::::::::::::::::::::::::(n1; �1) = (n01; �01)St¡d g = h i ni = n0i dla i = 1; : : : ; g: Poniewa» �1 = m1 i �01 = m01; wi¦c m1 = m01:Dalej korzystaj¡c ze wzorów na �i ªatwo otrzymujemy, »e równie» mi = m0i dlai = 2; : : : ; g: To ko«czy dowód.
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3 Curves and knots II. Torus knots of higher order
Summary. In the article torus knots of higher order are described. They arerelated to singularities of local analytic curves.
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