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KRZYWE A WEZLY 1.

WEZLY TORYCZNE PIERWSZEGO RZEDU

Tadeusz Krasinski (£6dz)

ABsTrACT. W pracy omowiony jest najprostszy typ wezldéw torycznych —
wezly toryczne pierwszego rzedu. Sa to wezly zwiazane z najprostszymi krzy-
wymi lokalnymi majacymi jedng pare charakterystyczna.

1. WSsTEP

Teoria krzywych analitycznych w C? &cisle wiaze sie z teoria wezlow. Jegli
V =V(f), f € C{z,y}, f # const, jest krzywa lokalna opisana przez réwnanie
f(z,y) = 0 w pewnym otoczeniu U punktu 0 € C2, to jej cze$¢ wspolna V N S?
z dowolna 3-wymiarowa sfera S2 := {(z,y) € C* : |z|* + |[y|? = r?} o dostate-
cznie matym promieniu r jest homeomorficzna z okregiem jednostkowym S! (gdy
V jest nieprzywiedlna) lub skoriczong roztaczng sumag okregow jednostkowych (gdy
V jest przywiedlna). Zatem jest to wezel lub splot w S2. Co wiecej, dla wszystkich
dostatecznie malych r wezel (splot) ten nie zalezy od r z dokladnoscia do home-
omorfizmu sfer i jednoznacznie charakteryzuje topologie V' w 4-wymiarowej kuli,
ktorej brzegiem jest ta sfera. Okazuje sie, ze wezly te sa szczegdlnego rodzaju.
Sa to tzw. wezly toryczne. W artykule oméwimy najprostszy typ tych weztow,
tzw. wezly toryczne pierwszego rzedu. Sa to wezly krzywych lokalnych o jed-
nej parze charakterystycznej, w szczegélnosci krzywych z” — y™ = 0, n,m € N,
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24 WEZLY TORYCZNE PIERWSZEGO RZEDU

NWD(n,m) = 1. Ze wzgledu na postaé¢ parametryzacji tych krzywych prosciej jest
rozwaza¢ brzegi policylindrow {(z,y) € C* : |z| < r, |y| < 7'} niz sfery (sa to
oczywiscie zbiory homeomorficzne). W punkcie pierwszym przedstawimy krotko
podstawowe definicje dotyczace weztow, a w drugim oméwimy wezly toryczne pier-
wszego rzedu. Zwiazek krzywych z weztami oméwimy w nastepnym artykule.

2. ELEMENTY TEORII WEZLOW

Oznaczmy przez S := {2z € C: |z| = 1} = {™* : § € [0, 1]} okrag jednostkowy
w C, a przez S? sfere tréjwymiarows, zdefiniowana jako przestrzen R® uzupetiong
punktem oo, tzn.

S* ;= R* U {0}
z topologig Aleksandrowa. Zbiorami otwartymi w S* sg: zbiory otwarte w R? oraz
dopeienia zbioréw zwartych w R* uzupelnione punktem oo.
Weztem nazywamy obraz homeomorficzny okregu S' w S? tzn. podzbiér W C §?
taki, ze W = ®(S!), gdzie
o:St - §?

jest homeomorfizmem na obraz. Splotem nazywamy skoriczong liczbe roztacznych
weztow. Zatem wezel jest szczegdlnym przypadkiem splotu.

@ b

Wezel Splot
(koniczynka)

Dwa wezly (sploty) Wi, Wy nazywamy réwnowaznymi, gdy istnieje homeomor-

fizm F : §* — §? taki, ze F(W,) = W,. Méwimy wtedy, ze wezly (sploty) maja
ten sam typ. Oznaczamy to Wy ~ Ws. Weztem trywialnym nazywamy wezel

St 3 2™ s (cos6,sinb,0) € S

Poniewaz dalej bedziemy rozwazac¢ tylko wezlty analityczne, tzn. funkcje
® : S' — §? sy analityczne, wiec wystarczy ograniczy¢ sie do wezléw bedacych
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tamanymi. Wynika to z faktu, ze kazdy wezel klasy C! (w szczegdlnoci anality-
czny) jest rownowazny weztowi bedacemu tamang ([CF], App. 1).

& X

Wezel Splot
(koniczynka)

Aby odrézni¢ wezly (a doktadniej typy weztow) definiuje sie rézne niezmienniki
wezlow 1 splotow. Jesli kazdemu weztowi (odp. splotowi) W, bedacemu tamana,
przypiszemy element (W) pewnego zbioru X w taki sposob, ze jesli Wy ~ W to
k(W) = k(Ws), to funkcje k nazywamy niezmiennikiern weztéw.

Podstawowym niezmiennikiem weztoéw jest dopelnienie wezta S*\ W, traktowane
jako przestrzen topologiczna wyposazona w topologie naturalng. Jest to zupelny
niezmiennik wezlow, gdyz zachodzi podstawowe w teorii weztow twierdzenie (zob.

IGL)).

Twierdzenie 2.1. Dwa wezty sq réownowazne wtedy i tylko wtedy, gdy ich dopet-
nienia sg homeomorficzne.

Niestety, powyzsze twierdzenie nie jest prawdziwe dla splotéw. Nastepujace dwa
sploty nie sa rownowazne, lecz maja homeomorficzne dopetnienia [R], str. 49.

>

Stabszym niezmiennikiem wezlow (splotow) jest grupa podstawowa dopelnienia
wezla (splotu). Oznaczamy ja w(WW) i nazywamy grupg wezta (splotu). Zatem

n(W) = m (R® \ W; %),

gdzie * jest dowolnym punktem dopetnienia wezta (splotu). Poniewaz R \ W jest
zbiorem tukowo spdjnym, wiec z doktadnoscia do izomorfizmu definicja ta nie zalezy
od wyboru punktu *. Grupa wezla (splotu) nie jest zupelnym niezmiennikiem wezta
(splotu). Istnieja wezly majace izomorficzne grupy lecz nie bedace rownowaznymi
(zob. [CF],VIIIL, 4.8).

Istnieja ogolne metody wyznaczania grupy wezta (splotu) poprzez podanie ge-
neratoréw tej grupy i relacji miedzy nimi (np. metoda Wirtingera, zob np. [D],
[CF]). Poniewaz w przypadku weztéw (splotow) zwiazanych z krzywymi anality-
cznymi bedziemy bezposrednio wyznaczaé generatory i relacje miedzy nimi, wiec
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nie przedstawiamy tych metod. Dla ilustracji podamy tylko dwa rézne przedsta-
wienia grupy tego samego wezta - koniczynki:
Przyklad 2.2. I przedstawienie grupy wezta koniczynki W. Mamy

(W) = F(z,y)/ (zyzy '~y ™)

gdzie x,y sq petlami przedstawionymi na rysunku

a F(x,y) oznacza grupe wolng (nieabelowqg) generowanq przez dwa elementy x,y,

a (acy:cy_lar_ly_l) oznacza najmniejszy dzielnik normalny w F(x,y) zawierajgcy

zyzy tzty~ L

Przyklad 2.3. II przedstawienie grupy wezta koniczynki W. Mamy réowniez
w(W) = F(z,y)/ (z°y~?)

gdzie x,y sq petlami przedstawionymi na rysunku.

Mimo, ze grupa wezta (splotu) nie jest zupelnym niezmiennikiem wezla, jednak
w przypadku klasy weztéw odpowiadajacych krzywym analitycznym lokalnym jest
takim niezmiennikiem. Poniewaz grupy te sg nadal trudne do odréznienia (tzn.
trudno rozstrzygnaé na podstawie znajomosci generatordéw i relacji czy dane dwie
grupy sa czy nie sa izomorficzne), wiec rozwazymy jeszcze stabszy niezmiennik
weztow - wielomian Aleksandera wezla. Jego definicja jest nastepujaca.

Oznaczmy przez F = F(z1,...,2,) grupe wolna o n generatorach xy,...,Z,.
Niech G = F(x1,...,24)/ (r1,...,7m) bedzie dowolna grupa o generatorach z1, . ..,
xn 1 relacjach r1,...,7y € F(x1,...,2,) (przez (rq,...,7y) oznaczyliSmy naj-
muiejszy dzielnik normalny w grupie F(z1,...,z,) zawierajacy elementy rq,...,
rm). Dodajac trywialne relacje np. zj27" mozemy zalozy¢, ze m > n — 1.
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W pierscieniu grupowym Z[F] definiujemy formalne rézniczkowanie. Okreslamy
je najpierw na elementach F C Z[F], a nastepnie przedluzamy w naturalny sposéb
na caly pierscieri Z[F]. Dla dowolnego elementu g € F zapisujemy go w nastepujacy
sposOb

i nastepnie definiujemy

Ek—1

8 £1— p £ £9— £ Ep— p
679 = 615]‘2'137211 1)/2+$i11826ji2$§22 1)/2+. . .-}—xill STy Ekéjikmgz’“ D72 € Z[G]
J

W szczegolnosci
0 (za™t)
ox
co dowodzi poprawnosci okreslenia formalnego rézniczkowania. Dla ilustracji rozwa-
zmy nastepujace wazne przyktady.

=1—zz ! =0,

Przyklad 2.4. W F(z,y) dla n,m € N mamy:

1. Jeslig =z, to g—g =l+z+.. .+ t=2=0
- _ o _ _ _ ™ -m
2. Jeslig =y~ ™, toa—Z:—y Ly —y™™=—y miyy711 :yyill
3. Jesli g =x"y~™, to
g " —1
Z=14z+...+2" = ,
ox v ‘ x—1
0 m—1 m—1
i:_l,nyfl_xny72_.”_$ny7m:_xny7my :_gy .
dy y—1 y—1
Dla grupy G = F(z1,...,2,)/ (r1,...,7m), m > n — 1, okreslamy macierz o
wyrazach w Z[F]
ory Oy
Oz, oz,
MG =
Orm Orm
GEN m

Przyktad 2.5. Niech G = F(z,y)/ (;UQy_?’) . Wtedy Mg jest macierzg 1 x 2.

| 5 sy —1
P

Mg=[1+w, o*(—y ' -y -y )] =

Poniewaz bedziemy uzywaé minoréw macierzy Mg, a wyznaczniki maja "dobre
wtasno$ci " w pierScieniach przemiennych, wiec dokonujemy abelianizacji grupy G,
tzn. dzielimy grupe G przez jej komutator [G : G] := (zyz~'y~' : 2,y € G) C F.
Otrzymujemy grupe abelowa

G =G/|G:G]
i odpowiadajacy jej pierscien grupowy Z[G'], oczywiscie przemienny.

W przypadku, gdy G = #(W) = F(z1,...,24)/ (r1,...,7m) jest grupa wezlta
W, to grupa abelowa G’ jest izomorficzna z Z i jej generatorem jest kazda petla
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obejmujaca jednag ni¢ wezla, np. w przypadku koniczynki sg takimi nastepujace

GO G0

Wynika to z pewnych faktéow topologii algebraicznej. Jak wiadomo abelianizacja
grupy podstawowej 71 (X) "dobrej" przestrzeni topologicznej X (np. rozmaitosci
topologicznej, a taka jest dopelnienie wezla) jest izomorficzna z pierwsza grupa
homologii X, tzn.

m (X)) = m (X)/[m(X) : m (X)] = Hi (X, Z).
W przypadku, gdy X = R\ W jest dopelieniem wezla, to mozna nietrudno
wykazaé, ze Hy(R3 \ W,Z) = Z. Wynika to réwniez dualnoéci Aleksandera
H,(R*\W,Z) =~ H'(W,Z) = H"(S*,Z) = Z.
Zatem w przypadku G = 7 (W), wybierajac jeden z generatorow G’ otrzymujemy
dla pierscienia grupowego Z[G'] izomorfizm
Z|G' =2 7]7)
Ale pierscien grupowy Z[Z] jest izomorficzny z pierscieniem wielomiandw Lau-

renta Z[t,t~']. Nietrudno wykaza¢, ze Z[t,t~'] ma nastepujace wlasnosci.

Wiasnoéé 2.6. 1. Jedynymi elementami odwracalnymi w Z[t,t~] sq potegi +t",
n € Z.
2. Kazdy element A(t) € Z[t,t~'] ma jednoznaczne przedstawienie w postaci

A(t) = t"A(t), gdzie n € Z i A(t) € Z[t], A(0) # 0.

3. Wielomian A(t) € Z[t] jest nierozktadalny w Z[t] wtedy i tylko wtedy, gdy jest
nierozktadalny w Z[t,t~1].
4. Pierscien Z[t,t '] jest pierscieniem z jednoznacznosciq rozktadu.

Po rozszerzeniu kanonicznych homomorfizméw F — G — G' — Z do homo-
morfizméw pierscieni grupowych Z[F] — Z[G] — Z|G'] — Z[Z] — Z[t,t '] oraz
zastosowaniu tego ostatniego ciggu homomorfizméw do elementéow macierzy Mg
otrzymamy macierz

Ai1(t) ... Ap(d)

At () o Apnt)
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o elementach bedacych wielomianami Laurenta. Nazywamy ja macierzg Alek-
sandera G. Macierz ta ma podstawowe znaczenie w teorii weztéw na mocy nastepu-
jacego twierdzenia (zob. [CF], Rozdzial VII).

Twierdzenie 2.7. Ideat E C Z[t,t™ ] generowany przez minory stopnia n — 1
macierzy M(, nie zalezy od wyboru generatoréw 1, ..., Ty i relacjiry, ..., vy grupy
G, czyli zalezy tylko od grupy G.

Uwaga 2.8. Prawdziwe jest znacznie ogolniejsze twierdzenie. Ideaty Ey C Z[t, 7}
generowane przez minory stopni n — k macierzy M}, dla k =1,...,n —1 (zwane
ideatami elementarnymi macierzy M(,) réwniez nie zalezg od wyboru generatoréw
T1,-..y Ty §relaciiry, ...,y grupy G. Zavwazmy, ze By = E.

Poniewaz ideaty elementarne Ey,k = 1,...,n — 1, sa réwniez trudne do wyz-
naczenia, wiec rozwaza sie jeszcze slabsze niezmienniki weztéw. Mianowicie, na-
jwieksze wspolne dzielniki minoréw stopni n — k macierzy M}, dlak =1,...,n— L.
Sa to pewne wielomiany Laurenta Ay, k = 1,...,n— 1, wyznaczone z doktadnoscig
do elementow odwracalnych, czyli poteg t", n € Z. Pierwszy z nich A; nazywamy
wielomianem Aleksandera wezta W i oznaczamy Aw . Zatem

Aw (t) = NWD(My, ..., My) € Z[t,t 1],

gdzie M, ..., M, sa minorami stopnia n — 1 macierzy M(,. Poniewaz Aw jest
okreslony z dokladnodcia do poteg +t", n € Z, wiec wybieramy zawsze jego znor-
malizowana postaé, tzn. taki, ktory jest zwyklym wielomianem o wyrazie wolnym
réznym od zera i najwyzszym wspotczynniku dodatnim. Zatem ostatecznie

Aw(t) (S Z[t], Aw(O) 75 0, in Aw(t) > 0.
Na przyklad znormalizowana postacia wielomianu Laurenta t~2+2t 1 —3t bedzie

—1—2t+ 3t°.
Wprost z twierdzenia 2.7 otrzymujemy

Wtlasnosé 2.9. Jesli dla weztéw Wy i Wo mamy m(W1) = n(Ws), to Aw, = Aw,.

Przyklad 2.10. Dla wezta koniczynki W mamy dwa przedstawienia jego grupy.
I przedstawienie: 7 (W) = F(z,y)/ (zyzy~ 'z y™) . W tym przypadku mamy

1 1

T, T — atyx@fl — xyatyil

Mawy = [1+ 2y — zyzy T
Poniewaz generatorem w(W)' = «(W)/[x(W) : 7(W)] jest klasa [x] (moze to byé
réwniez klasa [y] = [z]), wiec oznaczajgc t = [x] mamy

My =1+ —t,t —* = 1],
Stad
(t° —1)(t—1)
(B2 —-1#—1)

II przedstawienie: #(W) = F(z,y)/ (z®y~2) . W tym przypadku mamy

Awt) =t —t+1=

Mowy =1+, *(—y ' —y > =y ?)]
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W tym przypadku ani [x] ani [y] nie sqg generatorami w(W)'. Jesli wybierzemy jako
generator petle © z poprzedniego przedstawienia (dla odréznienia oznaczmy jg przez
T 1 przyjmiemy jak poprzednio t = [T]), to [x] = 13 i [y] = t2. Wtedy
-1 -1
1 _ 3 4 2 _
Stad
(5 —1)(t—1)

AW(t):m:tQ—t+l.

3. WEZLY TORYCZNE PIERWSZEGO RZEDU

W tym paragrafie oméwimy szczegdlny typ wezlow, tzw. wezly toryczne, zwigza-
ne z osobliwosciami krzywych. Zaczniemy od najprostszych z nich — wezléw to-
rycznych pierwszego rzedu.

Przez T i T oznaczamy torus i petny torus w C2 okreslone nastepujaco

T:={(z,y) €C*:|z| =1, |y| =1}
={(z,y) €C*:x =" y=¢% 0<n,0<1},,
T:={(z,9) €C*:|z[ =1, |y| <1}
={(z,y) eC:z=e"" y=re? 0<n,6<1,0<r <1}
Zaréwno T jak i T leza w brzegu OP policylindra P = {(z,y) € C? : |z| < 1,
ly| < 1}. Poniewaz AP jest homeomorficzne z S? (zob. dalej), wiec kazdy wezet w
T lub w T moze byé¢ rozwazany jako wezel w S*. Jednak zalezy to od wybranego
homeomorfizmu OP z S?. Dla konkretnych obliczeri i graficznego przedstawienia

wybierzemy taki, ze poprzez ten homeomorfizm T i T przejda na standardowy torus
Tt i standardowy petny torus T okre§lone parametrycznie w R? nastepujaco

x1 = (2 4 cos 2w6) cos 27,
Tst: x5 =(2+cos2mf)sin2mny, 0<n,0<1
T3 = sin 276

1 = (2 + r cos 270) cos 27,
Tt : xo = (24 rcos2mf)sin2my, 0<n,0<1,0<r<1
r3 = rsin 276
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Odwzorowanie
F:9P — $* = R*U {00}

okreslimy oddzielnie na (OP); i na (OP)s, gdzie OP = (OP), U (OP)y oraz

(0P), ={(z,y) € C*: x| =1, |y| <1}

={(z,y) € CPrz=e¥ y=re2™ 0< 7,0 <1, 0<r <1},
(OP)y = {(z,y) € C*: |z < 1, Jy| =1}

={(z,y) €Cra=re™, y=e"" 0<n,0<1, 0<r <13,

Na (0P)1 homeomorfizm F okreslamy wzorem

Flap), (€2 1e?™i%) := ((2 4 r cos 210) cos 27, (2 + 7 cos 2m) sin 27, 1 sin 276)
0<n6<1, 0<r<1L

Przeksztalca on (OP); = T na standardowy pelny torus T*.
Okreglimy teraz F na (OP);. Ma on przeksztalca¢ (OP); na zewnetrze pelnego
torusa w R? U {oo}. Okre§limy homeomorfizm odwrotny

(Flopy,) " : R¥U {oo} \ Int(T*) = (3P),.

Wystarczy zdefiniowaé (F|(pp), ) ! na cieciach zbioru R3U{oo}\ Int(T*!) plaszczy-
znami P, przechodzgcymi przez o$ 0z
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tak by ciecia te, bedace plaszczyznami z usunietymi dwoma kotami, przechodzity
na iloczyny kartezjanskie odcinkow [e2™*7, —e?™7] na plaszczyznie C

2rin

z okregiem jednostkowym, czyli na dowolny pierécie. W plaszczyznie P, realizuje
to np. standardowa inwersja I wzgledem okregu o §rodku w punkcie 2 i promieniu

G5-@)

po zlozeniu z homeomorfizmem przeksztalcajacym ten ostatni zbiér na iloczyn
kartezjanski [e?™, —e?™] x S1. Ten ostatni homeomorfizm mozna tak dobrac,
by otrzymany w konsekwencji homeomorfizm F|sp), byl identyczny z F|5p), na
wspolnej czesci ich dziedzin, czyli na torusie 7. To koniczy konstrukcje homeomor-
fizmu F.

Dla kazdego wezta W w 0P mamy odpowiadajacy mu (za pomoca F') wezet w
S3. W szczegolnosci weztowi

St 3 27 (€2ﬂit,0) € OP

odpowiada wezet trywialny w S3. Gdy W C T lub W C T, to otrzymamy wezty w
R? lezgce w T lub w T,

Rozwazmy teraz najprostsze wezly toryczne. Niech n,m € N beda liczbami
wzglednie pierwszymi, tzn. NWD(n,m) = 1. Wowczas @ : S' — 9P okreslone
wzorem

‘1’(62ﬂt) = (627'I'Z'7’lt,e2ﬂ'imt)’ te [0’ 1]

jest roznowartosciowe (z wyjatkiem kraricow) na mocy wlasnosci funkeji wyktad-
niczej i oczywiscie ciagle, a zatem homeomorfizmem okregu na obraz, a wiec ®
definiuje wezet w OP. Oznaczamy go przez T, ., i1 pare (n,m) nazywamy jego
typem. OczywiScie T, ,, lezy w T. Dla kazdego okregu O, := {(e*7 ¢27if) .
0 € [0,1]}, n € [0,1], czes¢ wspolna O, N T, ,,, sktada si¢ z n punktéw rozmiesz-
czonych symetrycznie oraz podobnie dla kazdego okregu Op := {(e?7 270 .
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n € [0,1]} 6 € [0,1], czes¢ wspolna Oy N T, ,,, sktada sie z m punktéw rozmiesz-
czonych symetrycznie

Dowolny z tych punktéw (€27, e2710) = (e27into ¢2mimto) o obiegnieciu raz okregu
(tzn. dlat € [to, to+ +]) przechodzi w punkt roznigcy si¢ od wyjsciowego o kat 2572
(o m/n obrotu). Na przyklad jesli w powyzszym rysunku przyjmiemy, ze n = 5
im = 3, to kolejnos¢ punktéw bedzie nastepujaca (wybierajac pierwszy punkt
dowolnie)

Poprzez homeomorfizm F otrzymamy wezel w S? lezacy w T%t. Oznaczamy go
tym samym symbolem T, ,,, i nazywamy weztem torycznym typu (n,m). Zatem jest
on zadany w S® wzorem

Fo®(e*™) = ((2+ cos 2mmt) cos 2wnt, (24 cos 2mwmt) sin 2mnt, sin 2wmt), t € [0, 1].
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Na przyktad wezet T 5

Uwaga 3.1. Mozna wykazaé, ze na torusie T wezty innych typow (tzn. wezty T,
dla NWD(n,m) > 1) nie istniejg (z0b. [Rol], str. 19).

Uwaga 3.2. Nietrudno wykazaé, ze wezty Ty, p, dlan =1 lub m =1 sq trywialne.

T.I J

v s

Zanim przejdziemy do wyznaczenia grupy fundamentalnej wezta 7T), ,, musimy
podaé¢ pewne wlasnosci torusa 7', a w szczegblnosci wlasnosci uniwersalnego nakry-
cia torusa. Jest to odwzorowanie

p: R T,
p(n,0) == (2™, e>™), (n,6) € R”.

Zauwazmy, 7e p(n,0) = p(n',0') wtedy i tylko wtedy, gdy (,0) — (1',8') € Z2.
Moéwimy wtedy, ze punkty (1,6) i (1',0') na plaszczyznie R? sa réwnowazne. Od-
wzorowanie p ma nastepujace znane wtasnosci:

1. Dla kazdego z € T istnieje jego otoczenie U takie, ze p~!(U) jest suma
roztaczna | J V; zbioréw otwartych i roztacznych takich, ze p|y, : Vi — U jest home-
omorfizmem (jest to definicja nakrycia),

2. Dla kazdej krzywej v : [0,1] — T i dowolnego punktu (n,0) € p~1(v(0))
istnieje dokladnie jedna krzywa 7 : [0,1] — R? taka, ze 5(0) = (n,0) i po7y = v
(¥ nazywamy podniesieniem krzywej v o poczgtku w (n,0)),

3. Niech H : [0,1] x [0,1] — T bedzie homotopig w T, tzn. H jest ciagle
i H([0,1] x {0}), H([0,1] x {1}) sa pojedynczymi punktami. Oznaczmy przez
vs :[0,1] = T, s € [0,1], krzywe wyznaczone przez te homotopie, vs(t) := H(s,t),
t € [0,1], oraz niech 74; beda podniesieniami krzywych -, o tym samym poczatku.
Wowczas 7p 1 91 sa homotopijne oraz 45(1) = 41 (1).
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4. Grupa fundamentalna 7 (T') torusa T jest izomorficzna z Z2. Jej genera-
torami sa krzywe a(t) := (€27, 1) i B(t) := (1,e**%), t € [0,1], zwane réwnikiem i
potudnikiem torusa.

5. Jesli v jest dowolng krzywa zamknieta w T oraz v = na +mfB, n,m € Z w
m1(T) (dzialanie w grupie zapisujemy addytywnie, gdyz jest to grupa przemienna),
to liczby n,m sa scharakteryzowane za pomoca p nastepujaco. Niech 5 bedzie
podniesieniem 7y o poczatku w (ng,0) € p~*(7(0)). Poniewaz v(0) = (1), wiec
(1) —7(0) € Z%. Wowcezas (1) — 5(0) = (n,m). Méwimy wowczas, ze 7y obiega
torus T n-razy wzdtuz i m-razy wokot.

6. Grupa podstawowa pelnego torusa T, tzn. 71(T) jest izomorficzna z Z i jej
generatorem jest petla «. Dla dowolnej petli K w T o tym samym poczatku co i a,
mamy k£ = a”, gdzie n jest indeksem krzywej bedacej rzutem s na C za pomoca
m wzgledem punktu 0 € C (n = Indg m o k).

7. Grupa podstawowa dopelnienia pelnego torusa T w 0P, tzn. w1 (0P \ T) jest
izomorficzna z Z i jej generatorem jest petla 5. Podobnie jak powyzej dla dowolnej
petli K w OP\T o tym samym poczatku co i 3, mamy x = 4", gdzie n jest indeksem
krzywej bedacej rzutem k na C za pomoca mo wzgledem punktu 0 € C.

Podamy teraz pewne dodatkowe wlasnosci wezta T, ..

Lemat 3.3. Zbior p~'(T,..m) sktada sie z rodziny prostych réwnolegltych
m k
Ly :={(n,0) € R%ﬂﬂ) 10 = TH E}’ k€ Z.

Dowéd. Jesli (n,6) € p~'(Tp,m), to istnieje t € [0,1] takie, ze (e*™, ™) =
(e2mint e2mimt) 7 whasnosci funkcji wykladniczej otrzymujemy, ze n = nt + r,
0 =mt+s,r,s € Z. Stad
m ns —mr
o=y P
n n
czyli (1,6) € Lns—nar-
Na odwrot, jesli 6 = n + % dla pewnego k € Z, to przyjmujac t = L + ’%‘,
gdzie a,b € Z i am —bn = 1 (takie a, b istnieja, bo NWD(n,m) = 1), otrzymujemy

eZﬂ"znt — e27rz(7]+ka) — 627””,

k(am—bn))

. Py _ sm Qi ™ k ;i
eQﬂ'zmt — ezﬂz(mt kb) 627”( o+ — 627”( 0t ) — 627”9.

Zatem (n,0) € p~ (T,m)- [
Lemat 3.4. Dla dowolnych P,Q € T\T, r, istnieje krzywa tgczaca P, Q w T\T, 1.

Dowo6d. Niech p : R%nﬂ) — T bedzie uniwersalnym nakryciem torusa. Woéwczas
na mocy lematu 3.3 p~(T},.,,) jest rodzina prostych réwnoleglych Ly, k € Z, w
plaszczyznie R%nﬁ)' Kazdy z paséw zawartych miedzy sasiednimi prostymi réwno-
leglymi jest oczywiscie zbiorem wypuklym. Zatem dowolne dwa jego punkty mozna
polaczy¢ odcinkiem. Woéwczas obraz tego odcinka (za pomoca p) bedzie oczywiscie
krzywa w T taczaca obrazy krancow tego odcinka. Zatem wystarczy wykazac, ze
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obraz kazdego pasa (otwartego) jest réwny T \ T} .. Dla uproszczenia zapisow
rozwazmy pas P :={(n,0) :n € R, Znp<6< Zy+ L}

Wezmy dowolny punkt Q = (€27, e27) € T\T,, ,,,. Musimy wykaza¢, ze istnieje
punkt (n',0") € P taki, ze (y' —n,0' — ) € Z2. Poniewaz NWD(n,m) = 1, wiec
istnieja a,b € N takie, ze

(1) am —bn = 1.

Oznaczmy s := [nf—mn]. Wowczas punkt (n',60') := (n+as, +bs) spelnia warunki:

L p(n',0') = p(n,0) = Q,
2. (n',0') € P.
Pierwszy warunek jest oczywisty, a drugi wynika z ciaggu nieréwnosci

0<nf —mn—[nd—mn <1,

0<nd—mn—s<l,

0 <nf —mn—s(am —bn) <1,
mn + mas < nf + nbs < mn + mas + 1,

1
ﬂ(17+a$)<9+bs<m(n+a3)+f.
n n n

Pierwsza nieré6wno$c jest oczywista, bo n —mn ¢ Z (na mocy zalozenia, ze (1,6) &
Thm)- ]

Rozwazmy w szczegdlnosci dwa punkty (), R na torusie nienalezace do T,
rézniace sie tylko argumentem %” pierwszej wspolrzednej. Zatem

Q= (62772'17’627”’0) ¢ Tn,m;
R:= (627”‘(177%), 627Ti9) ¢ Tn,m
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Leza one na okregu {(e*™",e*>™%) t € [0,1]}, i sa przedzielone "jedna nicig" wezta
Ty.m (na tym okregu lezy m punktéow T, ,, rozmieszczonych symetrycznie).

Nl

Lemat 3.5. Dla powyzej okreslonych punktow Q, R & Ty, y, krzyweq tgczqcq Q, R w

T\ T, m jest obraz odcinka [(n,0),(n — % +a,0 +b)] za pomocq p.

Dowéd. Oczywiscie p(n,6) = Q i p(n — % +a,0 +b) = R. Ponadto wspoétczynnik
kierunkowy tego odcinka jest réwny “, bo
0+b—0 bm  bm _ m

n—Li+a-—n am-1 T bn on’
a wiec jest on réwnolegly do prostych L. Zatem lezy on w jednym z pasow. [ ]

Lemat 3.6. Zbior punktéw (n',0') réwnowaznych (n,0) w R? (tzn. p(n',0") =
p(n,8)) i lezgcych w tym samym pasie co i (n,0) jest rowny {(n+kn,0+km) : k €
Z}.

Dowod. Oczywiscie punkty (n+kn,0+km), k € Z, sa rownowazne (1, 6). Ponadto
leza w tym samym pasie co i (1, ), gdyz wspotczynnik kierunkowy wektora [m,n] o
wielokrotnosci ktorego przesuwamy punkt (7, ) jest rowny m/n (jest on réwnolegty
do prostych Lyg).

Wezmy teraz dowolny punkt (n',8') réwnowazny (n,0) w R? i lezacy w tym
samym pasie co i (n,8). Niech dla uproszczenia rozwazan

m m 1
(2) —n <0< —n+—.
n n n
Zatem (n',0') = (n+r,0 + s) dla pewnych r,;s € Z i
m m 1
3 — 0 — —.
(3) n(n+r)< +s<n(n+r)+n

Z (2) i (3) otrzymujemy dwie nier6wnosci

0<nd—mn<l1,

0 < (nf —mn) + (ns —mr) < 1.
Poniewaz ns — mr € Z, wiec ns — mr = 0, a stad i z wzglednej pierwszosci n i m
otrzymujemy r = kn i s = km dla pewnego k € Z. [ |

7 ostatniego lematu wynika pelny opis grupy podstawowej dopelnienia wezta
T, m W torusie 7.
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Wtlasnosé 3.7. Dla dowolnego punktu x € T'\ T, ,

(4) TU(T\ Ty %) = Z

i generatorem w1 (T \ T, m; %) jest krzywa zamknieta k bedgca obrazem za pomocq
p odcinka (n,0), (n+ n,0 +m), gdzie p(n,0) = x. Zatem

71—1(1—'\Tn,m§*) = .7:(&) = 7.

Dowéd. Mamy s(t) = p((n + tn,8 + tm)), t € [0, 1], oraz dla dowolnego k € Z,
&k (t) = p((n + tkn,0 + tkm)), t € [0,1]. Wezmy dowolna krzywa ¢ w T \ Ty, m 0
poczatku i koficu w *. Jej podniesienie 7 o poczatku w punkcie (7,6) ma koniec w
punkcie (17 + kn, 0 + km) dla pewnego k € Z (na mocy poprzeduniego lematu) oraz
lezy w pasie zawierajacym punkt (n,6). Poniewaz pas jest zbiorem jednospdjnym,
wiec krzywa 7 jest homotopijna odcinkowi taczacemu jej korce, czyli odcinkowi
(n,0), (n + kn, 8 + km). Stad po zlozeniu z p krzywa ¢ jest homotopijna x*. Zatem
K jest generatorem grupy w1 (T \ T m; *).

Aby wykazaé¢ izomorfizm 4 wystarczy udowodnié, ze zadna z krzywych xF dla
k € Z\ {0} nie jest homotopijna krzywej stalej w punkcie *. Istotnie, gdyby tak

bylo to dla podniesienia k* krzywej x* o poczatku w (1,6) mielibysmy r*(1) =
(n,0). Z drugiej strony jest k*(1) = (g + kn, 0 + km), co implikuje k = 0. [ |

Wyznaczymy teraz grupe wezta T, p,. Z definicji 7#(Ty, ) = m1(OP \ Ty ;%) =
m1(S? \ Ty %), gdzie punkt * & T}, ,. Dla uproszczenia rozwazan obierzmy punkt
* € T\ Ty ,;m. Rozwazmy dwie nastepujace petle v,d (dokladniej klasy tych petli w
B! (SS \ Tn,m; *))

Wykazemy teraz
Lemat 3.8. Petle v i 6 sq generatorami grupy m(Ty m).

Dowéd. Wezmy dowolna petle £ w S? \ T}, ,,, 0 poczatku i koficu w . Zmieniajac
homotopijnie x mozemy zatozyé¢, ze k jest lamana. Zatem k ma skonczona ilo§¢
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punktéw A, ..., A, wspolnych z T. Pozwala to przedstawic k jako sume skoriczonej
ilosci krzywych

K=K]...Kp,
gdzie kazda z krzywych k; przebiega albo w R3 \ T (tzn. poza pelnym torusem z
wyjatkiem krancow)

albo ; przebiega w Int T (tzn. we wnetrzu torusa pelnego z wyjatkiem krancow)

Na mocy lematu 3.4 kazdy z punktow A; mozna polaczyé krzywa z punktem * w
T\Ty, - Zatem zmieniajac homotopijnie k (przesuwajac kazdy punkt A; wraz z caty
krzywa do punktu * wzdtuz takiej krzywej) mozemy zatozyé, ze Ay = ... = A, = *.
Stad k jest homotopijne sumie Ky ...EK, gdzie kazda z krzywych K; jest petla w
R3 \ T),,m o poczatku i koticu w * i przebiega albo w R® \ T albo w Int T. Zatem
kazda petla k; jest homotopijna wielokrotnosci v albo wielokrotnosci 6. Zatem ~ i
§ sa generatorami grupy 71 (R3 \ Ty *)- [ |

Okreslimy teraz relacje miedzy v i 6 w m(T,,,). Niech * = p(ng, 6p). Rozwazmy

petle ko bedaca obrazem odcinka [(19,6o), (10 + 1,00 + m)] za pomoca p. Jest to
petla o poczatku i koncu w punkcie *, lezaca w T\ T}, 1, "rownolegta" do T,y W
T obiegajaca T n-razy wzdluz i m-razy wokoét.

Zmierimy homotopijnie petle ko (pozostawiajac poczatek i koniec w punkcie x) na
dwa sposoby:
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1. "wyciagajac" petle ko z T. Otrzymamy homotopijna petle lezaca w R \ T
obiegajaca T m-razy dookola. Zatem kg jest homotopijna z ™.

2. "wciskajac" petle ko do wnetrza T. Otrzymamy petle lezaca w T przebiegajaca
T n-razy wzdtuz. Zatem kg jest homotopijna z §™.

W konsekwencji

Lemat 3.9. Dia petli v i 6 w n(Ty ) mamy

,ym — 67’74-

Jest to jedyna nietrywialna relacja miedzy v i 6 w (T}, ,,). Do precyzyjnego
uzasadnienia tego faktu zastosujemy twierdzenie Seiferta-van Kampena (zob. np.
[CF], [D]).

Twierdzenie 3.10. Dla wzajemnie pierwszych n,m € N

T (Tom) = F(7,0)/ (6" ™).

Dowéd. Ze wzgledu na kanoniczny homeomorfizm F : 9P — S* rozwazania
bedziemy prowadzi¢ w S? = R3U{oo}. Przypomnijmy, ze T, ,, C T C S3. Wezmy
pod uwage dwa zbiory otwarte Uy i Uy w S, Pierwszy z nich U; w przecigciu z kazda
poélplaszczyzng zawierajaca o§ Oz jest otwartym okregiem o $rodku w punkcie
(0,2) i promieniu 3/2 (zauwazmy, ze torus 7! w przecigciu z ta polplaszczyzna jest
okregiem o $rodku w punkcie (0,2) i promieniu 1 w ktérym lezy n punktow wezta
T, m rozmieszczonych symetrycznie) z usunietymi odcinkami wzdluz promieni tego
okregu o jednym z kraiicow w punktach T, ,,

[0F

Drugi zbior Us w przecieciu z kazda z tych poiplaszczyzn jest zewnetrzem (wraz
z punktem oo) okregu o §rodku w punkcie (0,2) i promieniu 1/2 z usunietymi
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odcinkami wzdluz promieni tego okregu o jednym z krancéw w punktach T, »,.

Zbiory Uy,U, sa otwarte, tukowo spojne, Uy U Us = S? oraz m (Uy,*) = F(J),
m1(Us, %) = F(v). Zbior Uy N U, jest tukowo spojny, ma grupe fundamentalng
rowng w1 (T \ Thm; *), gdyz kazda petla w Uy N Uz o poczatku i koricu w * jest
oczywiscie homotopijna petli lezacej w T'\ Ty . Ale w1 (T'\ T m; %) = F (k) (zob.
stwierdzenie 3.7), gdzie krzywa zamknieta  jest obrazem za pomoca p odcinka
(n,0), (n + n,0 + m) oraz p(n,d) = *. Homomorfizmy

[Tor 7'['1(U1 N U27>I<) — Wl(Ui,*), 1= 1,2,
okreslone sg na generatorze x nastepujgco
$1 (H) = 6n)
p2(k) =™

Istotnie, 7y o k(t) = w1 0 p(n + tn, 0 + tm) = e2™HnTIn) = g2ming2mitn )5 ¢ ¢ [0, 1],
a stad Indgm o kK = n. Zatem k, rozwazana jako petla w Uj, jest homotopijna
0™. Podobnie wykazujemy, ze k rozwazana jako petla w U; jest homotopijna ™.
Zatem na mocy twierdzenia Seiferta-van Kampena

T(Tnm) = 1 (0P \ Ty ms %) = F(7,8)/ (6"y™™)

WeZzmy teraz pod uwage szczegblng petle ¢t o poczatku i koncu w *
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gdzie punkt ) rézni sie od punktu * o argument %’T pierwszej wspotrzednej. Doktad-
niej, jesli Q = (€27, e2™0) | to x = (e>7in—1/m) 27i0) Najpierw przedstawimy ¢
za pomocy generatorow.
Lemat 3.11. W n(T}, )

t=6%""0,
gdzie a,b € N oraz am —bn = 1.

Dowéd. Niech p(n,0) = @. Na mocy lematu 3.5 punkt ) mozna potaczyé z
punktem * w T'\ T}, ,,, za pomoca krzywej bedacej obrazem, za pomoca p, odcinka

[(n,0),(n— % +a,f + b)]. Na mocy wlasnosdci 5 nakrycia uniwersalnego p krzywa
ta obiega torus T’ (a — X )-razy wzdhuz i b-razy wokél. Poniewaz Q) i % r6znig si¢ o
argument %’T pierwszej wspolrzednej, wiec z dowodu generowania 7(7T), ) przez v
i 0 otrzymujemy, ze
t=06%"".
|
Z uwagi 2 wynika, ze petla ¢, a dokladniej jej klasa abstrakcji [t] jest generatorem
abelianizacji (T m) = 7(Tnm)/[7(Tnm), ™(Th,m)]. W szczegdlnosci klasy [7] i
[0] sa generowane przez [t]. Dokladniej

Lemat 3.12. W n(T,,)’

Il
=S

(]
[9]

Dowéd. Poniewaz 7(T5,.,.m)" jest izomorficzne z Hy (S? \ Ty m, Z), wiec rozwazania
prowadzimy w jezyku homologii. Niech p(n,8) = . Petla (cykl) ¢ jest homologiczna
kazdemu cyklowi ¢; lezacemu w plaszczyznie {e27¥} x C i otaczajacemu jedna ni¢
Ty m oraz petla (cykl) v jest homologiczna cyklowi g otaczajacemu wszystkie
pukty Ty .

Il
=
3

Poniewaz w plaszczyznie {e*™} x C, zbior ({€*™""} x C) NTy, p, jest n-elementowy,
wiec cykl 7o jest homologiczny sumie cykli ¢;, otaczajacych te punkty. Zatem
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!

[v0] = n[t] w Hi(S* \ Thm,Z). Zatem w zapisie multiplikatywnym w (7}, )
mamy

[v] = [t]".
Dla petli § mozemy przeprowadzi¢ podobne rozumowanie. Otrzymamy w (T}, )’
[6] = [t]™

|
Mozemy teraz przystapic¢ do obliczenia wielomianéw Aleksandera weziow T}, ,,.

Twierdzenie 3.13. Dla dowolnych wzajemnie pierwszych liczb naturalnych n,m
mamy
@™ —1)(t—1)

S R TE)

Dowéd. Poniewaz 7(Ty ) = F(z,y)/ (z™y~ ™), wiec jedyna relacja jest x™y ™.
Poniewaz

6 n,—m n_1
Ola"y™™) ):1+x+...+a:"_1:x :
Ox z—1
6 N, —m m_ 1
(1‘ Y ):_mnyfl_.,L,ny72_“‘_xny7m:_xny7my )
dy y—1

wiec

1

Na mocy lematu 3.11 t = 2%y~ jest generatorem 7 (T, )", a z lematu 3.12 z = t™
oraz y = t". Wobec tego

" -1 _aym =1
M — _ m .
(T m) |:.17— , LY y—l :|

, _[tmn—1 t”m—l}

(Tnm) — tm — 1 a tv —1
Stad
gmn 1 gmn ] @ =1 -1
A t) = NWD - = )
Tn,m() W (tm_l’ tn—1 ) (tm_l)(t"—l)

Ostatnia réwnos¢ wynika z zalozenia, ze NWD (n,m) = 11 z prostych faktow o
pierwiastkach z jedynki.

To koiniczy dowdd. [ ]

W szezegdlnodei dla wezta trywialnegoTy; otrzymujemy Arg,  (f) = 1. Stad
dostajemy

Wniosek 3.14. Jesli T jest weztem trywialnym, to Ar(t) = 1.
Stad otrzymujemy topologiczng klasyfikacje weztéw torycznych pierwszego rzedu.

Twierdzenie 3.15. Wezet toryczny pierwszego rzedu Ty, ., jest trywialny wtedy
i tylko wtedy, gdy n = 1 lub m = 1. Dwa wezly toryczne pierwszego rzedu Ty,
i Ty, n,m,k,l > 2, sq réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy (n,m) = (k,1) lub
(n,m) = (l,k).
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Dowdd. Pierwsza czesé twierdzenia wynika z uwagi 3.2 oraz z faktu, ze dla n,m >
2 wielomian Aleksandera wezta T), , nie jest staly (deg A, . >0).

Zalozmy, ze wezty Tp, o i Ty 1, n,m, k,1 > 2, sa rtownowazne. Woéwcezas ich grupy
sg izomorficzne. Stad Ar, == A, czyli

¢ -nE-1) _ (" -1(E-1)

(5) Em—Dn—1) (-1 1)

Stad wynika, ze
(6) mn = ki

Istotnie, w przeciwnym bowiem przypadku, np. gdyby mn > ki, to na mocy za-
tozenia, ze n,m, k,l > 2, pewien pierwotny pierwiastek z jednosci stopnia mn bytby
pierwiastkiem wielomianu po lewej stronie réwnosci (5) a nie byltby pierwiastkiem
wielomianu po prawej stronie, co niemozliwe.

Ponownie z (5) wynika w sposéb podobny do powyzszego (poréwnujac pier-
wiastki pierwotne odpowiednich stopni), ze

(7) m =k lub m = 1.

Istotnie, w przeciwnym przypadku, np. gdyby m > ki m > [, to z réwnosci
(5) wynikaloby, ze pewien pierwotny pierwiastek z jednosci stopnia m byltby pier-
wiastkiem wielomianu po prawej stronie réwnosci, a nie bytby pierwiastkiem wielo-
mianu po lewej stronie, co niemozliwe. Podobnie w pozostatych przypadkach. Z
réwnosci (6) i (7) otrzymujemy, ze (n,m) = (k,I) lub (n,m) = (1, k).

Jesli (n,m) = (k,1) lub (n,m) = (I, k) , to odwzorowanie tozsamos$¢ w pierwszym
przypadku, a zamiana zmiennych (z,y) — (y,z) w drugim sg homeomorfizmami
zadajacymi réwnowaznosé weztow.

To koriczy dowod. [ |

Uwaga 3.16. Oczywiscie mozna rozwazacé rowniez wezty toryczne Ty, y, dla dowol-
nych catkowitych n,m € Z\ {0} przy zatozeniu NWD (n,m) = 1 (wykluczenie
przypadku n = 0 albo m = 0 wynika z tego, zZe otrzymujemy wiedy wezty trywialne
lezgce w OP, ale nie lezgce w torusie T' ). Wszystkie powyzsze rozumowania sq ana-
logiczne z oczywistymi zmianami. QOgraniczenie naszych rozwazan do dodatnich
n, m wynika z faktu, ze takie wezty otrzymujemy z krzywych analitycznych.
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4. CURVES AND KNOTS 1.
TORUS KNOTS OF FIRST ORDER

Summary. In the article the simplest torus knots are described - torus knots of
first order. They are related to the simplest local analytic curves having only one
characteristic pair.
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