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ROZDMUCHANTA A PUNKTY BIFURKACYJNE 1.
TWIERDZENIE ZARISKIEGO

O EQUISINGULARNOSCI

T. Krasinski (L6dz)

WSTEP

W marcu 1993 roku ukazat sie preprint Lé Dung Tranga i Claude’a Webera
[LW], w ktérym podany byt dowdd hipotezy jakobianowej Kellera. Pdzniej
autorzy przyznali, ze w dowodzie tym jest pewna luka, ktérej do tej pory
nie udalo im si¢ usunaé¢. Jednak w cytowanej pracy podana jest interesujaca
charakteryzacja punktéw bifurkacyjnych wielomianu f(z,y) dwéch zmien-
nych tzn. tych wartosci f w otoczeniu ktérych f nie jest trywialng wiazka,
klasy C> (zob. [Ki], [Ks]). Mianowicie, jesli f*(z,y,z) jest ujednorodnie-
niem f, odwzorowanie 7 : M — P? — wielokrotnym rozdmuchaniem P? nad
punktami f w nieskonczonoéci takim, ze dla funkcji wymiernej f*/zd&f .
P2 — P! 2 CU {oo} zlozenie F := (f*/z9°8 /) o 1 jest regularne na M oraz E —
dywizorem wyjatkowym =, to punktami bifurkacyjnymi f sa;

1. wartosci krytyczne f,

2. wartosci krytyczne, rézne od oo, odwzorowan F|E;, gdzie E; sa sktado-
wymi E (w szczegdlnosci takie wartosci a, ze F | E; = «).

Celem tej pracy, skladajacej sie z dwoch czesci, jest podanie pelnego,
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analitycznego dowodu tego twierdzenia.

Kluczowym faktem, potrzebnym w dowodzie, jest twierdzenie Zariskiego
o equisingularnosci dla krzywych. Oryginalny dowdd Zariskiego w [Z] jest
algebraiczny. Opierajac sie na pewnych wlasnosciach standardowego roz-
wiazania osobliwosci krzywych, opisanych doktadnie i elementarnie w [BK],
Ch.8.4, str.455-535, podajemy w §7 analityczny dowdd tego twierdzenia w
I czesci pracy. Twierdzenie to poprzedzamy podstawowymi wlasnosciami
rozdmuchani (§§1-6)(inne podejscie do teorii rozdmuchai mozna znalezé w
[P1], [Ea]).

Druga cze$¢ pracy bedzie poswiecona punktom bifurkacyjnym i wspom-
nianej powyzej charakteryzacji tych punktow.

Na zakonczenie chcialbym serdecznie podzigkowaé drowi Stanistawowi
Spodziei za cenne uwagi i wskazéwki oraz drowi Andrzejowi Miodkowi za
wykonanie rysunkow.

0. WIADOMOSCI WSTEPNE

Najpierw ustalimy definicje poje¢, najczesciej wystepujacych w pracy.
Wszystkie pozostate definicje i wlasnosci przyjmowane sa wedlug monografii
S. Lojasiewicza [Lo].

Jesli f # 0 jest funkcja holomorficzng w otoczeniu punktu a € C*, f(z) =
Yoo, fa(z — a) jest jej rozwinieciem w szereg wielomianéw jednorodnych i
fv # 0, to v nazywamy rzedem f w a i oznaczamy ord, f. Gdy a = 0, to
piszemy ord f. Kielek funkcji f w a oznaczamy przez 7.

W dalszym ciagu przez stowo rozmaitos¢ bedziemy rozumieli rozmaitosé
zespolona dwuwymiarows. Niech M bedzie rozmaitoscia. Krzywag w M
nazywamy dowolny podzbiér analityczny M stalego wymiaru 1. Jesli V ¢ M
jest krzywa i a € V, to krotnoscia V' w a nazywamy rzad w a funkcji f
opisujacej kietek V' w a tzn. funkcji f holomorficznej w otoczeniu a takiej,
ze dla kietka V krzywej V w @ mamy V = V(f) oraz f nie ma czynnikéw
wielokrotnych w O,(M)). Woéwczas ideal Z(V) c O,(M) kietkéow funkeji
holomorficznych zerujacych sie na V jest rowny idealowi (f). Krotnos¢ V w
a oznaczamy przez mq (V).

Jesdli f jest funkcja, opisujaca kielek krzywej V o srodku w 0 € C?, to
krotnosé uo(%,g—g) odwzorowania (‘% 8—5) w punkcie 0 nazywamy liczba,
Milnora V i oznaczamy u(V) lub u(f) ([P1], [P3]).

Mowimy, ze krzywe V4 i Vo w M przecinaja sie transwersalnie w punkcie
a € M, gdy a ¢ V1NV, lub a € V; N Vs, a jest regularnym punktem V; i
V5 oraz Vi i V, nie maja w a wspoélnej stycznej. Krzywe te przecinaja sie
transwersalnie w M, gdy przecinaja sie transwersalnie w kazdym punkcie
M.

Dla dowolnego odwzorowania F : X x Y — Z, gdzie X,Y, Z sa dowolnymi
zbiorami, oraz xy € X przez F° oznaczamy odwzorowanie Y > y — F(zg,y) €
Z.
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1. KANONICZNE ROZDMUCHANIE

Przestrzen rzutows jednowymiarows, bedziemy oznaczaé przez P i utozsa-
miaé ze zbiorem prostych [ ¢ C? takich, ze 0 € [.

Rozwazmy zbiér B := {(z,l) € C? x P : z € [} i rzutowanie m : B — C?,
m(z,1) := z. Latwo sprawdzamy nastepujace wlasnosci B i 7:

1.1) B jest podrozmaitoscia, zespolona, C? x P,

1.2) 771(0) = {0} x P jest podrozmaitoscia zespolona B,
1.3) 7 jest odwzorowaniem holomorficznym whasciwym,
1.4) 7 |p\x-1(0): B\ 7 1(0) = C*\ {0} jest biholomorfizmem.

Powyzsze odwzorowanie m nazywamy rozdmuchaniem kanonicznym w
punkcie 0 € C? (inne spotykane w literaturze nazwy, to o-proces, przek-
sztalcenie monoidalne, przeksztalcenie kwadratowe), zas$ zbiér E := 771(0)
dywizorem wyjatkowym rozdmuchania .

Okreslimy teraz mapy na B, w ktorych rzutowanie m ma szczegdlnie prosta,
postaé. Definiujemy dwa zbiory otwarte By, By w B, ByU By = B

B; := {((.’E,y)7 (lo : ll)) €EB: [ 75 0}, 1=0,1
i biholomorfizmy v; : B; — C2?,i=0,1
Yo((@,y), (lo : 11)) = (li/lo, @),
Y1((z,y), (lo = 11)) = (lo/11, ).

Oznaczmy przez (u;, v;) wspohrzedne w przeciwdziedzinie C? mapy ;. Wow-
czas odwzorowania odwrotne v; ! zadane sa wzorami

¥y (o, v0) = ((vo, uovo), (1 : up)),

Py H(ur,01) = ((ugvr,v1), (ug 2 1)),
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za$ odwzorowania przejs$cia miedzy mapami 1 oy ! i 9 0 9]t wzorami

uy = 1/’LL07 V1 = UgVg, (UO,U()) S (C2 \ {UO = 0}

wo = 1/uy, wvo=uv1, (ug,v1)€ C? \ {u; =0}

W mapach tych obraz dywizora wyjatkowego tzn. ;(B; N E) jest osia Oug =
{(’LL(),’U()) L Vg = 0} w mapie ’ll)o i Osiq Ouy = {(Ul,’l)l) DU = 0} w mapie ’l/)l.
Zauwazmy ponadto, ze w zbiorze By zawiera sie caly F z wyjatkiem jednego
punktu {((0,0),(0 : 1))} i podobnie w B; zawiera si¢ caly F z wyjatkiem
jednego punktu {((0,0),(1:0))}.

Przyjmujac m; := moy; !, i = 0,1 otrzymujemy, ze rzutowanie m w mapach
1; ma postaé

7o (uo, vo) = (Vo, o)

7T1(U1,U1) = (U1vl,v1)

7 postaci m; latwo otrzymujemy nastepujace wlasnosci rozdmuchania 7
(1.5) dla dowolnej prostej I ¢ C2, 0 € I, zbiér =~ 1(l) = E U, gdzie [ jest
podrozmaito$cia w B majaca, doktadnie jeden punkt wspélny z E (jest
to punkt (0,1) € C? x P),
.6) podrozmaitoéci E i [ nie maja, wspolnej stycznej w punkcie wspélnym,
7) 770\ {0)) =1\ B,
8) =1\ {0}) =1,
.9) dla dowolnych prostych ,I', 1 #1', 0 €l, 0 €'’ mamy [ NI’ = 0.

NN TN TN
e
@OO\]CT:

Uwaga 1.10. Nietrudno zauwazy¢, ze pojecie rozdmuchania w punkcie u-
ogélnia sie na przypadek przestrzeni n-wymiarowej C", n > 3 ([L1], [L2]
Roz.VIL, §5).

2. ROZDMUCHANIA ROZMAITOSCI

Niech M bedzie rozmaitoscia i a € M. Rozdmuchaniem M w a nazywamy
dowolne odwzorowanie holomorficzne 7 : M — M, gdzie M jest rozmaitoscia,
takie, ze

L7 | ypa-1(a) M\ 7 '(a) - M\ {a} jest biholomorfizmem,

2. istnieje otoczenie U punktu a i otoczenie Q punktu 0 € C2, ze odwzo-
rowania 7 |z-1(y) 1 obcigcie rozdmuchania kanonicznego 7 |r-1(q) sa biholo-
morficznie rownowazne tzn. istnieja biholomorfizmy ¢ : U — Q, ¢(a) =01
7 Y U) > 7 1(Q), ze Top=por.

Whprost z tej definicji wynika, ze rozdmuchanie w punkcie jest odwzoro-
waniem wlasciwym oraz, ze dywizor wyjatkowy rozdmuchania E := 77 1(a)
jest biholomorficzny z P.
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Twierdzenie 2.1. ([L1], §2). 1. Dla kazdej rozmaitosci M i dowolnego a € M
1stnieje rozdmuchanie M w a.

2. Jesli h: M — N jest biholomorfizmem rozmaitosci, h(a) = b, m : M —
M — rozdmuchaniem M wa, 7 : N — N — rozdmuchaniem N w b, to istnieje
biholomorfizm h:M — N takie, e hom =m0 h.

3. PRZECIWOBRAZ WLASCIWY KRZYWEJ

Niech 7 : M — M bedzie rozdmuchaniem w punkcie a € M i V krzywa, w
M. Przeciwobrazem wlasciwym krzywej V nazywamy zbiér

Vi:=7n-1(V\{a}). Latwo sprawdzamy, ze zachodza, réwnosci

T (VA {a}) =7 (V)\ E,
Y V)=VUE, gdy acV.

Gdy a ¢ V, to oczywiscie V jest krzywa w M biholomorficzna z V. Zatem
bedziemy rozwazaé tylko takie krzywe V. C M, ze a € V. 7 twierdzenia
2.1 wynika, ze wystarczy zbadaé¢ ten przypadek dla lokalnego, kanonicznego
rozdmuchania w 0 € C? tzn. rozdmuchania ny = 7 [,-1(y), gdzie U jest
pewnym otoczeniem 0 € C2. Niech zatem V bedzie krzywa w otoczeniu U
punktu 0 € C? i 0 € V. Zmniejszajac U mozemy zalozyé, ze V = V(f), gdzie
f jest funkcja holomorficzna, w U, ktéra posiada w U rozwiniecie w szereg
wielomianéw jednorodnych

f($>y):Zfi(w7y)7 fu#0, v>1

Oznaczajac U := 7~ 1(U) otrzymamy, ze 7 (V) jest zbiorem analitycznym
wU i

7o (V) = {(uo,v0) € o(Bo N U): f(vo,upvg) = 0}

= {(ug,v9) € Yo(BoNU) : vo[fv (1, uo) + vofop1(1,u0) +...] =0},
7 (V) = {(ur,v1) € p1(B1 NT) = furvy, v1) =0}

= {(u1,v1) € Yi(B1 N T) = ¥ [fu(ur, 1) +v1 fopr(ug, 1) +...] =0}

Funkcje holomorficzne w nawiasach kwadratowych oznaczamy odpowiednio
przez fo i fi. Zatem zbiér n;'(V \ {0}) jest réwny w mapie ;

m H(VAL0}) = {(ui, v:) € 0i(BiNU) : filug,v;) =0, v; # 0},
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Stad przeciwobraz wlaéciwy V w mapie v; (oznaczamy go przez V;) jest
rowny
Vi = {(ui,vi) € i(B; NU) : fi(us,vi) = 0}.

Punktami domknigcia na E zbioru 7' (V'\ {0}) w mapach v; sa odpowiednio
zbiory

(3.1) {(u0,0) : fo(uo,0) =0} = {(u0,0) : £, (1,u0) = 0},
{(u1,0) : f1(u1,0) =0} = {(u1,0) = fo(us,1) =0}

Jesli £,(1,0) # 0 tzn. (0,0) ¢ Vo, to wszystkie punkty domkniecia ;" (V'\ {0})
na FE leza w dziedzinie mapy ;. Warunek f,(1,0) # 0 oznacza, ze o 0x
nie jest styczna do V w 0. Podobnie, jesli 0§ Oy nie jest styczna do V
w 0, to wszystkie punkty domknigcia 7;,'(V \ {0}) na E leza w dziedzinie
mapy . Zatem po “odpowiednim ulozeniu” zbioru V (np. przez zmiane
wspétrzednych w otoczeniu 0) do badania V wystarczy zastosowaé jedno z
rzutowan o lub m; (por. definicje o-procesu w [P, §2).

7 powyzszego opisu przeciwobrazu wlasciwego i wlasnosci zbiorow anali-
tycznych nietrudno udowodnié

Twierdzenie 3.3. Niech © : M — M bedzie rozdmuchaniem w a € M, V —
krzywag w M 1 a € V. Wowczas:

(i) przeciwobraz wtasciwy V krzywej V jest krzywa w M,

(ii) jesli kietek V zbioru V. w a jest nieprzywiedlny, to V N E jest jednym
punktem (ktory bedziemy oznaczaé przez ay lub krotko a) i kietek V zbioru
V way jest nieprzywiediny,

(11) jesli kietek V zbioru V w a jest nieosobliwy (a wiec nieprzywiediny),
to kietek V zbioru V w ay jest nieosobliwy i ponadto przeciecie V z E w ay
jest transwersalne.

Przyklad 3.4. Niech V = V(2% — y3) C C%. Wéwczas
Vo = {(uo,v0) : 1 —udvy = 0}.
Krzywa ta nie ma punktéw wspdlnych z E w tej mapie.
Vi ={(us,v1): u?—v; =0}
Zatem ay = (0,0) w tej mapie i krzywa ta w tym punkcie jest nieosobliwa.

4. ROZDMUCHANIA WIELOKROTNE

Niech M bedzie rozmaitoscia i V podzbiorem domknietym M. Roz-
dmuchaniem wielokrotnym (lub krétko rozdmuchaniem) nad V nazywamy
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zlozenie m = m o---om, : M — M rozdmuchan w punktach, gdzie

E, E,._4 - Ey Ey ——— V
N N N N
M —— M, —" M, —% .. "5 My —" M, M,

m + My — M;_1 jest rozdmuchaniem w punkcie a; € F;_; oraz F; = w[l(Ei,l),
t=1,...,7.

Podobnie jak dla rozdmuchan pojedynczych wprowadzamy pojecie dy-
wizora wyjatkowego i przeciwobrazu wlasciwego rozdmuchania wielokrot-
nego. Mianowicie, sume przeciwobrazéw punktéw a;, za pomoca zlozen
czeéciowych m; o -+ - o 7., nazywamy dywizorem wyjatkowym = i oznaczamy
przez E. Inaczej, jesli przyjmiemy V' := {mo---om_1(a;): i =2,...,7r} U
{a1} € M, to E = 7= }(V"). Wéwezas 7—1(V \ V') nazywamy przeciwobrazem
wladciwym V za pomoca 7 i oznaczamy V.

Poniewaz dywizor wyjatkowy rozdmuchania w punkcie jest podrozmaitos-
cia biholomorficzna, z P, wiec stad i z twierdzenia 3.3 (iii) latwa indukcja
wzgledem ilosci r zlozen otrzymujemy

Twierdzenie 4.1. Dywizor wyjgtkowy rozdmuchania wielokrotnego jest skoriczo-
ng sumaq podrozmaitosci biholomorficznych z P oraz kazde dwie z nich nie
majg punktow wspolnych lub posiadajg doktadnie jeden punkt wspolny, w
ktorym przecinajq sie transwersalnie.

5. ROZWIAZANIE OSOBLIWOSCI KRZYWYCH

Niech V bedzie krzywa w rozmaitosci M. Rozwiazaniem osobliwosci krzy-
wej V nazywamy kazde rozdmuchanie wielokrotne 7 : M — M nad V takie,
ze przeciwobraz wladciwy V jest krzywa gladka w M oraz V przecina trans-
wersalnie dywizor wyjatkowy F.

Twierdzenie 5.1. (por. Wn.3.6 w [P;], Prop.10 w [L4]). Dla dowolnej krzy-
wej V. w rozmaitoSci M, o skonczonej iloSct punktow osobliwych, istnieje
rozwigzanie osobliwosci V.

Dowdd. Niech {ay,...,a;} beda punktami osobliwymi V. Rozwazmy punkt
a1. Udowodnimy, Ze istnieje takie rozdmuchanie wielokrotne = : M — M
nad {a;}, ze V ma osobliwoéci tylko w punktach 7=!(ap),...,7 '(az) oraz
Vprzecina transwersalnie E (zauwazmy, ze w tym przypadku E = 7~ (a;)
oraz, ze m | g jest biholomorfizmem). Stad tatwa indukcja otrzymamy teze
twierdzenia.

Poniewaz punkty osobliwe V sg izolowane, wiec za pomoca mapy wokdt aq
mozemy rozwazania przeprowadzi¢ w otoczeniu U punktu 0 € C2? przyjmujac
ay = 0. Zatem V jest krzywa w U o jedynym punkcie osobliwym 0.
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Rozwazmy najpierw przypadek, gdy krzywa V ma kietek nieprzywiedlny
V w 0. Niech n := mg(V), n > 1. Wowczas z wlasnosci zbioréw anality-
cznych jednowymiarowych ([L],I1.6.2) wynika, ze zmniejszajac U i stosujac
biholomorfizm, mozemy zalozyé¢, ze V w U ma parametryzacje ® postaci:
O(t) = (", amt™ + apmprt™ ™ +..0), meN, n<m, nf{m, a, £0, [t <e.
Poniewaz jedyna, styczna, do V w 0 jest oS Oz, wiec przeciwobraz wlasciwy
V (oznaczmy go przez V(1)) zawiera sie w dziedzinie mapy 1. Zatem wystar-
czy zastosowal rzutowanie m w mapie 1, tzn my. Latwo otrzymujemy, ze

VO = {(ug,v0) : tp = amt™ ™ + @i t™ T 4w =17, |t] < e}

Jedynym mozliwym punktem osobliwym V@ jest punkt 0{" = (0,0). Jesli
m —n > n, to stosujemy nastepne rozdmuchanie w punkcie (N)S) itd. Po
skoniczonej ilodci v krokéw otrzymamy w konicu, ze przeciwobraz wilasciwy
V() za pomoca tego wielokrotnego rozdmuchania ma parametryzacje
D(t) = (apt™ "™ + ..., t"), |t| < € i m —vn < n. Zatem krotnosé V)
w jedynym mozliwym punkcie osobliwym 6&,” ) jest réwna m —vn < n. Jedli
m —wvn > 1, to powtarzamy cala procedure od poczatku, przy czym teraz
rozwazany kielek V*) ma krotno$¢ m — vn < n. Po skoniczonej ilosci tych
procedur otrzymamy, ze kielek przeciwobrazu wiasciwego V(") w punkcie
0{Y) jest réwny 1 tzn., ze jest gladki.

PrzejdZzmy teraz do przypadku ogdlnego. Niech V' w U bedzie krzywa,
taka, ze jej kietek V w 0 jest przywiedlny tzn. jest suma skoriczonej ilosci
kietkéw nieprzywiedlnych Vy,..., V. Zmniejszajac U mozemy zalozy¢, ze
V w U jest suma, nieprzywiedlnych w U reprezentantéw Vi,...,V; kietkéw
Vi,...,V,. Stosujac metode z pierwszego przypadku do Vi, a nastepnie
do przeciwobrazu wilasciwego V5 itd. otrzymamy rozdmuchanie wielokrotne
takie, ze przeciwobrazy wlagciwe Vi, ...,V, sa nieosobliwe. Oczywiscie, ich
suma V; U--- UV, réwna V moze mie¢ punkty osobliwe. Mianowicie, takie
punkty, ktére naleza do co najmniej dwéch krzywych Vi, ..., V,. Wezmy pod
uwage jeden z takich punktéw a. Oczywiscie wystarczy ograniczy¢ sie do
przypadku, gdy przez ten punkt przechodza tylko dwie krzywe np. Vi i Va.
Jedli ich styczne w tym punkcie sa rézne, to po jednokrotnym rozdmucha-
niu w tym punkcie ich przeciwobrazy wlasciwe beda rozlaczne. Jesli zas
maja te same styczne, to w odpowiedniej mapie wokol a, mozemy zalozy¢,
7e a =0 € C? oraz V; i V, maja odpowiednio parametryzacje postaci

®1(t) = (£,0), [t <eu,
Oy(t) = (t, " + e t™ M+ ), |t <e2, m>2.

Po jednokrotnym rozdmuchaniu w 0 otrzymamy, ze przeciwobrazy wlasciwe
krzywych Vi i Vo maja parametryzacje

Ci)l(t) = (Oat)v |t| < €1,
Dy(t) = (" t™ + .. 1), |t <e2, m>2.
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Zatem po (m — 1)-rozdmuchaniach otrzymamy krzywe, ktére maja rozne
styczne, a stad po m-tym rozdmuchaniu — krzywe rozlaczne.

Otrzymalismy zatem, ze istnieje rozdmuchanie wielokrotne = : U — U
takie, ze przeciwobraz wlasciwy V krzywej V jest krzywa nieosobliwa. Niech
VNE ={ai,...,as} (zauwazmy, ze ich ilos¢ jest réwna ilosci kietkéw nieprzy-
wiedlnych V w 0). W punktach a;, w ktérych przeciecie z E nie jest tran-
swersalne moga zajs¢ dwa przypadki:

1. przez a; przechodza dwie sktadowe E’, E” dywizora E (przecinaja
sie one transwersalnie na mocy twierdzenia 4.1) oraz V nie ma wspdlnej
stycznej ani z F’, ani z E”. W tym przypadku pojedyncze rozdmuchanie w
a; daje transwersalne przeciecie przeciwobrazu wlasciwego V z dywizorem
wyjatkowym w punkcie a;,

2. w punkcie a; krzywa V ma wspélna styczna z jedna, ze skladowych
E' dywizora E. Powtarzajac rozumowanie z pierwszej czesci dowodu, przez
wielokrotne rozdmuchanie nad {a;} otrzymamy, ze przeciwobrazy wilasciwe
E' i V beda mialy rézne styczne. W takim punkcie otrzymamy zatem
sytuacje rozwazana, w punkcie 1.

To koticzy dowdd twierdzenia 5.1.

Whniosek 5.2. Dowolna krzywa algebraiczna w P? posiada rozwigzanie os-
obliwosci.

Dowdd. Wynika to z faktu, ze krzywa algebraiczna w P? posiada skoniczona
ilosé¢ punktéw osobliwych.

6. OPIS ROZWIAZANIA OSOBLIWOSCI KRZYWEJ

Niech V bedzie krzywa w rozmaitosci M i a € V — punktem osobliwym
V. Rozwiazaniem standardowym osobliwosci V' w punkcie a nazywamy ciag
rozdmuchan

(6.1) My ™5 My =5 2 My ™ My =M

okreslony rekurencyjnie w nastepujacy sposob:

1. m; jest rozdmuchaniem M, w a,

2. zalézmy, ze my,...,m, @ > 1 sg juz zdefiniowane. Niech y :=m0---0
7, E; = x;'(a) — dywizor wyjatkowy x; i V' := x; *(V'\ {a}) — przeciw-
obraz wlasciwy V za pomoca x;. Wowczas ;41 : M; 11 — M; okredlamy jako
ztozenie rozdmuchari M; doktadnie w tych punktach Vin E; w ktérych Vi
nie jest gtadkie lub nie przecina transwersalnie E; (gdy takich punktéw nie
ma, to N =i. Na mocy twierdzenia 5.1 ciag ten jest skonczony.

7 twierdzenia 2.1 p.2 wynika, ze lokalna zmiana w M prowadzona przez
standardowe rozwiazanie osobliwodci V' w a zalezy tylko od kietka V krzywej
V w a. Mianowicie, zachodzi
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Stwierdzenie 6.2. Niech (a,V,M) i (a/,V',M') bedq trojkami jak powyiej
oraz (6.1) i

’

7
TNt TN/ — ™ L
(6.3) My, =25 My, 2500 =25 M) =5 My =M’

beda rozwigzaniami standardowymsi osobliwosci V. w a © odpowiednio V' w a’.
Jesli istniejq otoczenia U ¢ U’ punktow a i a’ oraz biholomorfizm hg : U — U’
taki, Ze ho(VNU) = V'NU’, to rozwigzania standardowe (6.1) i (6.3) sq biho-
lomorficznie rownowazne nad U i U’ tzn. N = N’ i istniejq biholomorfizmy
hi : M; |u— M/ |y+, gdzie przyjeliSmy M; |y:= (w10---om;) Y (U) i analogicznie
dla M! |y takie, zZe diagram jest przemienny

TN -1 T

Myl —— My_1ly M|y —/— U

[ b s

! ’
TN-1 o

’ ’
Mylyr —— My _|o M|y —2 U

Niech V bedzie krzywa, w M i niech V bedzie kielkiem V' w punkcie a € V.
Zalézmy, ze a jest punktem osobliwym V. Niech V = V; U--- UV, bedzie
rozktadem V na kietki nieprzywiedlne. Kietkowi V i wybranej powyzej nu-
meracji jego sktadowych nieprzywiedlnych przyporzadkujemy trzy ukiady
danych liczbowych, bedacych niezmiennikami biholomorficznymi V.

I. Uklady ciagéw krotnosci. Biorac zamiast M odpowiednie otoczenie
punktu a mozemy zalozy¢, ze reprezentanty Vi, ..., V; kietkow Vi,...,V, sa
jednoczesnie skladowymi nieprzywiedlnymi V' w M. Niech wéwczas (6.1)
bedzie rozwigzaniem standardowym osobliwosci V' w a. Niech V" bedzie
przeciwobrazem wlasciwym V; za pomoca x,, 1 <7 < N. Na mocy twierdze-
nia 3.3 przeciecie V" N E,. jest dokladnie jednym punktem. Oznaczmy go
przez a (punkty te w klasycznej literaturze nazywane sa punktami nieskon-
czenie bliskimi punktu a). Wéwczas definiujemy

my (Vi) == mgr (V}), 1<i<s, 1<r<N.

Liczby te sa dobrze okreslone, gdyz jak tatwo sprawdzi¢ nie zaleza one od
wyboru reprezentantéw Vi, ..., V; kietkéw V1, ..., V4. Dodatkowo okreslamy
mo(Vi) := ma(Vy), i = 1,...,s. Otrzymamy s ciagébw M; = (mo(V;), ...,
my(V;)), i =1,..., s, liczb naturalnych przyporzadkowanych gateziom kietka
V. Przy ustalonym r, 0 < r < N pewne z krotnosci m,(Vy),...,m.(Vs) sa
obliczane w tych samych punktach. Zatem dla kazdego r, 0 <r < N istnieje
rozklad zbioru {1, ..., s} na podzbiory rozlaczne takie, ze i, i’ sa, w tym samym
podzbiorze, gdy af = a},, tzn. gdy przeciwobrazy wiasciwe V;" i V' przecho-
dza przez ten sam punkt F,.. Oczywiscie dla r = 0 mamy rozktad {{1,...,s}},
za$ dla r = N rozklad {{1},..., {s}}.
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Uktad s ciagéw M;, i = 1,...,s wraz z opisanym rozkladem zbioru {1,..., s}
dla kazdego r nazywamy ukladem ciagdéw krotnosci kietka V z wybrana,
numeracja Vi, ..., Vg jego sktadowych nieprzywiedlnych.

I1. Graf rozwiazania osobliwosci. Grafem nazywamy dowolny skonczony
zbiér (jego elementy nazywamy wierzchotkami grafu) z wyréznionym zbio-
rem dwuelementowych podzbioréw tego zbioru (zwanych krawedziami gra-
fu). Podobnie jak w I zmniejszajac M do otoczenia punktu ¢ mozemy
zalozy¢, ze reprezentanty Vi, ..., Vs kietkow V7, ..., V, sa jednoczesnie sktado-
wymi nieprzywiedlnymi V w M. Niech (6.1) bedzie rozwiazaniem standard-
owym osobliwoéci V' w a. Temu rozwiazaniu przyporzadkujemy pewien graf.
Wierzchotkami grafu sg skltadowe nieprzywiedlne dywizora wyjatkowego Ey
oraz sktadowe nieprzywiedlne przeciwobrazu wladciwego VN = x 3 (V \ {a})
(tych ostatnich jest dokladnie s). Graficznie sktadowe Eyn bedziemy oz-
nacza¢ punktami, za$ sktadowe V¥ gwiazdkami. Dwa wierzcholki potaczone
sa, krawedzia, gdy odpowiadajace tym wierzchotkom sktadowe maja, punkt
wspolny. Dodatkowo kazdemu wierzchotkowi przypisujemy wage. Mianowi-
cie, sktadowej D dywizora Ey przypisujemy wage i(D), 1 < i(D) < N, réwna,
najmniejszemu indeksowi i dla ktorego obraz D w M; za pomoca m;110...7TN
nie jest punktem, za$ skladowej W krzywej VN przypisujemy wage réwna,
numerowi skltadowej V; krzywej V', ktérej przeciwobrazem wlasciwym za po-
moca yn jest W.

Opisany powyzej graf nie zalezy od wyboru reprezentantéw V; kietkéw
V;. Graf ten nazywamy grafem rozwiazania osobliwoéci kietka V z wybrana,
numeracjg Vi, ..., Vg jego sktadowych nieprzywiedlnych.

III. Uklad charakterystyk. Trzecim systemem danych o kielku V sa
charakterystyki Puiseux poszczegdlnych galezi kietka V oraz uklad krotnodci
przecie¢ kazdych dwoéch z nich. Mianowicie, kazdej skladowej V; kietka V
w mapie wokdt a przeprowadzajacej a na punkt 0 € C? przypisany jest, z
doktadno$cia, do elementu odwracalnego, nieprzywiedlny element ﬁ piers-
cienia kietkéw funkcji holomorficznych Oy w punkcie 0 € C2. Niech g% :=
(B85, B4, ..., Bi,) bedzie charakterystyka 2 (zob. [P1], 85), i =1,...s, zas p;; =
wo(fi, fj) krotnoscia, odwzorowania (f;, f;) w0 dla1<i<s, 1<j<s,i#j.
Jak wiadomo, charakterystyki i krotnosci nie zaleza, od wyboru mapy, ani
od wyboru elementéw f;. Uktad zlozony z charakterystyk B¢ oraz tablicy
< pij >i<; nazywamy ukladem charakterystyk kietka V z wybrana nume-
racja Vi, ..., V jego sktadowych nieprzywiedlnych.

Dodatkowo, gdy kielek V krzywej V' w punkcie a € M nie jest osobliwy,
to przyporzadkowujemy mu nastepujace dane:

1. ukiad ciagéw krotnosci: M; = (1)

II. graf rozwiazania osobliwosci: *

ITI. uktad charakterystyk: gt = (1).
Przyklad 6.4. ([BK], str. 511) Niech V := {(z,y) € C?: z(2? —¢®)(y? —23) =
0}, Vi i={(z,9) € C*: 2 =0}, Vo :={(z,y) € C*:2? —y® = 0}, V3 :={(2,9) €
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C?%: y? — 2% = 0}. Wdéwezas kielek V zbioru V w 0 jest przywiedlny i réwny
V1 UVyUV3, gdzie V; jest kietkiem zbioru V; w 0. Wdwczas rozwiazanie
standardowe osobliwosci V' w 0 jest zlozeniem trzech rozdmuchan m; omgoms:
1. 7 jest rozdmuchaniem w punkcie 0. Mamy al = a} # ai, Vi, V3, Vi sa
nieosobliwe, punkt a = al jest punktem osobliwym V1, za$ V' nie przecina
transwersalnie E1 w a} (na rysunku liniami ciaglymi oznaczamy sktadowe dy-
wizora wyjatkowego, za$ przerywanymi skladowe przeciwobrazu wilasciwego;
dodatkowo na sktadowych dywizora wyjatkowego zaznaczamy ich wagi)



2. my jest rozdmuchaniem w al = al i w a

przecina transwersalnie Fs, za$ V7 i V3 nie.

3. 3 jest rozdmuchaniem w a3 i a3.

1
3.

33

Mamy a% 7& CL% 7é a223) V12
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Wowczas:
I. Uktadem ciagéw krotnosci V = V; U Vo U V3 jest:
M, = (1,1,1,1) My = (2,1,1,1) M= (2,1,1,1)

oraz rozktady:

r=20 r=1 r=2 r=3
{123 {1233 {{1h {23, {3}} {{1}, {2}, {3}}.

II. Grafem rozwiazania osobliwosci kietka V = V; UV, U V3 jest:

III. Uktadem charakterystyk kietka V = V; UV, U V3 jest:

gl=1) p*=(23) p=(23)
pi2 =3  p13 =2 fo3 = 4.

Twierdzenie 6.5. ([BK|,Th. 21, p.535) Dla dowolnego kietka V. = Vi U
...V krzywej V.C M w punkcie a € V z wybrang numeracjg sktadowych
nieprzywiedlnych nastepujgce uktady danych sq réwnowazne:

1. uktad ciggow krotnosci kietka V,

2. graf rozwigzania osobliwosci kietka V,

3. uktad charakterystyk kietka V.

Oznacza to, ze jesli wezmiemy pod uwage zbiér wszystkich uktadow cia-
géw krotnodci wszystkich kietkow krzywych z wybrana numeracja jego skila-
dowych nieprzywiedlnych oraz analogiczne zbiory graféw i uktadéw charak-
terystyk, to istnieja takie bijekcje miedzy tymi zbiorami, ze dla dowolnego
kietka V krzywej i okreslonej numeracji jego sktadowych nieprzywiedlnych,
przypisane mu w powyzszych konstrukcjach uktady danych odpowiadajg so-
bie przy tych bijekcjach.

7. TWIERDZENIE ZARISKIEGO O EQUISINGULARNOéCI

Niech V i V' beda kietkami krzywych V' i V/ w punktach a € M i o’ € M/,
gdzie M i M’ sa rozmaitosciami. Moéwimy, ze kietki te sa réwnowazne,
gdy istnieje taka numeracja sktadowych nieprzywiedlnych V i V', dla ktérej
odpowiadajace im uktady danych liczbowych w twierdzeniu 6.5 sa identy-
czne.

Uwaga 7.1. Powyzsza relacja réwnowaznodci pokrywa sie z relacja, réwno-
waznosci topologicznej kietkéw krzywych, ktéra, definiuje sie nastepujaco:
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kietki V i V' sg topologicznie rownowazne, gdy istnieja otoczenia U i U’
punktéw a i a’ oraz homeomorfizm h : U — U’ taki, ze h(VNU) =V'NnU".
(zob. Th.15, §8.3 w [BK]).

Niech f()\, z,y) bedzie pseudowielomianem postaci
(72) f(/\axay) :yn+a1(/\7x)yn71+"'+an(>‘ax)a n>1,

gdzie a; sa funkcjami holomorficznymi w pewnym otoczeniu U x U’ punktu
(0,0) € C?, gdzie U i U’ sa spéjnymi otoczeniami 0 € C, posiadajacymi
tam rozwiniecia w szeregi potegowe. Ponadto zakladamy, ze dla kazdego
A e U, ai(\0) =0 tzn. dla kazdego A\ € U, f*(xz,y) jest pseudowielomianem
wyrédznionym. Zatem dla kazdego A € U zbior

VA ={(z,y) eU' x C: fAx,y) =0}

jest krzywa, w U’ x C przechodzacg przez (0,0). Jej kielek w (0,0) oznaczamy
przez V.

Moéwimy, ze powyzsza rodzina kietkéw V*, A € U, jest equisingularna, gdy
dla dowolnych \i, Ay € U, kietki VA i V*2 sa réwnowazne.

Oznaczmy przez D (), z) wyroznik pseudowielomianu f(\, z,y). W dalszym
ciagu bedziemy zaktadaé, ze dla kazdego A € U, D* # 0 w U’ tzn., ze kielek
funkcji f*(z,y) w Oz nie ma czynnikéw wielokrotnych. Stad wynika, ze f*
jest funkcja, opisujaca kietek V* tzn. Z(V?) = (f*) w Oy. Przy powyzszym
zalozeniu mamy réwniez, ze D # 0 w U x U’. Niech zatem

(7.3) DN\ z)=dy Nz +dypi (NN 4 dy £0, (\x) €U x U,

Twierdzenie 7.4. (Zariskiego o equisingularnosci). Przy powyzszych zaloze-
niach rodzina V>, X\ € U, jest equisingularna wtedy i tylko wtedy gdy dn(\) #
0 dlaXeU.

Zanim podamy dowdd tego twierdzenia udowodnimy potrzebny lemat o
holomorficznej zaleznosci czynnikéw rozkladu f()\, z,y) i parametryzacji ich
zbioréw zer od parametru .

Lemat 7.5. (por. Th. w [Pa] lub [K;] [K3] w przypadku otoczeni nieskoriczo-
nosci). Niech f(\ z,y) bedzie pseudowielomianem postaci (7.2) i spelnia
wymienione tam zatozenia, przy czym zaktadamy, Ze U jest dowolnym kotem
K na plaszczyinie, zas U’ kotem K(r) o srodku w 0 @ promieniu r. Jesli
wyroznik D(A\, z) pseudowielomianu f nie znika dla A € K iz € K(r) \ {0},
to istniejq

1. pseudowielomiany

fi\zy) =y™ Fat (N z)y™ Tt —l—a;i(/\,x), n;>1,1=1,..,1
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o wspdtczynnikach holomorficznych w K x K(r), a%(),0) =0 dla X € K takie
ze
f=hH-fi w KxK(@)xC
oraz dla kazdego A € K
=70

jest rozktadem ?X na czynniki nierozktadalne w O,.

2. odwzorowania holomorficzne ®; : K x K(r'/™) — K(r) x C, i = 1,...,1,
postact

takie, ze dla kazdego N € K, ®} jest parametryzacjq zbioru zer funkcji f w
K(r) x C, ®}(0) = (0,0).

Dowdd. Niech ©® € R bedzie taka liczba, ze r = exp(—270). Ogznaczmy
przez Ho = {w € C : Imw > ©}. Rozwazmy pseudowielomian P(\ w,y) =
f(\ exp(2miw),y), A € K, w € Hg, y € C. Wyréznik P jest réwny
D()\, exp(2miw)), a wigc nie znika nigdzie w K x Hg. Zatem, jesli P(A\,w,y) =0
dla pewnych (M w,y) € K x Hg x C, to %(A,w,y) # 0. Poniewaz P jest
pseudowielomianem stopnia n i zbidr K x Hg jest jednospdjny, wiec na mocy
twierdzenia o monodromii istnieje n funkcji holomorficznych py,...,p, w K x
He takich, ze dla kazdego punktu (A, w) € K x Hg wartosci p1(\, w), ..., pn(\, w)
sg parami rézne oraz

n

(7.6) PO w,y) = [T —pi(hw)).

=1

Ponadto dla kazdego A € K, p}(w) — 0, gdy Imw — +oo. Zauwazmy, ze
P\ w+1,y) = P(\,w,y). Zatem z (7.6) wynika, ze dla kazdego i, 1 <i<n
istnieje j, 1 <j <mn, ze p;(\,w+ 1) = p;(\, w). Stad dla kazdego i, 1 <i < n,
istnieje k(7), 1 < k(¢) < n, ze p;(A\, w+k(i)) = p;(A\,w). Zatem, po odpowiednim
przenumerowaniu funkcji p;, mozemy podzieli¢ ciag ps,...,p, na cykle tj.
istnieja liczby nq, ..., n; € N takie, ze ni+- - -+n; = n oraz pierwszych n; funkcji
tworzy cykl tzn. p; (A, w+1) = pa(A\, w), p2(A\, w+1) = ps(\, w), ..., pp, A\, w+1) =
p1(\, w), nastepnych nsy funkcji tworzy cykl itd.

Rozwazmy pierwszy cykl pi,...,p,,. Przyjmijmy 7/ = r'/™ i zdefiniujmy
funkcje ¢! : K x (K(r')\ {0}) = C, i =1, ...,n1, wzorami o} (), t) := p;(\, njw),
gdzie w = (1/2mi)logt. Oczywiscie, ¢} sa poprawnie okreslone, holomorficzne
(poniewaz lokalnie w K (r') \ {0} istnieje gataz logarytmu logt), dla kazdego
(A, t) wartosci ¢} (A, t), i = 1,...,n1 sa parami rézne, oraz dla kazdego A € K,
oA\ t) — 0, gdy t — 0 (bo gdy t — 0, to Imw — +o0). Zatem kazda z
funkcji ¢} przedluza sie holomorficznie na K x K(r') tak, ze oi(),0) = 0.
Co wiecej, funkcje ¢}, i = 1,...,n; tworza cykl Puiseux tzn. dla kazdego
pierwotnego pierwiastka e stopnia n; z jednosci mozemy tak przenumerowacé
ok, ze el (A t) = o1 (N, et 1t) dla kazdego i =1, ..., ny.
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Zauwazmy, ze dla kazdego ustalonego (A,t) € K x K(r'), t # 0 wartosci
o\ t), i = 1,..,n1, sa pierwiastkami réwnania f(\,t",y) = 0, gdyz dla
dowolnego w takiego, ze t = exp(2miw) mamy f(\t", pl(\ 1)) =
F(\ exp(2miniw), o} (A, exp(2miw)) = P(A\, niw, p;(\,nqw)) = 0. Stad

(7.7) FOut™,y) = (f[(y - @3@»0)) O ty)

i=1

gdzie f jest pseudowielomianem monicznym stopnia n—n; o wspélczynnikach
holomorficznych w K x (K(r') \ {0}). Poniewaz ¢}, i = 1,...,nq, tworza cykl
Puiseux, wiec [T, (y — @i (A 1)) = y™ + aj(A\, t")y™ 1 4+ 4 ap, (A, t™) dla
pewnych funkcji holomorficznych o} w K x K (r), a’(),0) = 0, oraz dla kazdego

X € K kietek Jf”lx pseudowielomianu
fl(Av z, y) = yn1 + a%()ﬁ x)ynlil +oeee ain (/\a Jf)

jest elementem nierozkltadalnym w Oy (Tw.1.3 w [Ps]). Z powyzszego i z
(7.7) otrzymujemy, ze réwniez wspolczynniki f sa holomorficzne w K x K (1) i
zaleza od ™. W konsekwencji otrzymujemy, ze f = f1 F, gdzie F jest pseudo-
wielomianem monicznym stopnia n —n; o wspdétczynnikach holomorficznych
w K x K(r').

Dla (A t) € K x K(r') kladziemy

901(>‘vt) = @%(Avt)v (1)1()‘715) = (tnla(pl()‘7t))'

7 powyzszego wynika, ze dla kazdego A € K odwzorowanie ®7 jest parame-
tryzacja zbioru zer f* w K(r) x C.

Postepujac analogicznie z pozostalymi cyklami w ciagu py, ..., p, otrzymu-
jemy [ pseudowielomianéw fi, ..., fi i | odwzorowan &4, ..., ®;, ktore spetiaja,
wszystkie warunki tezy lematu.

Dowdd twierdzenia 7.4. 1. <. Zalézmy, ze dy(X) # 0 dla A € U. Poniewaz
U jest spdjne wiec wystarczy pokazaé, ze dla dowolnego A\g € U istnieje
jego otoczenie U C U takie, ze rodzina V*, X € U, jest equisingularna. Dla
uproszczenia mozemy przyjac, ze Ao = 0. Poniewaz dy(0) # 0, wiec istnieja,
kota, K c U i K(r) C U’ o $rodku w punkcie 0, ze D(\,z) # 0 dla (\,z) €
K x (K(r)\ {0}). Na mocy lematu 7.5 istnieja pseudowielomiany f1,..., f; i
odwzorowania @1, ..., ®; o wlasnosciach wymienionych w lemacie.
Dla dowolnego A € K niech

ﬂi = (5(1)(/\% "'7521'()\)()‘))
bedzie charakterystyka szeregu f, i = 1,...,l. Twierdzimy, ze istnieje takie

2

otoczenie Uy C K punktu 0, ze dla kazdego i € {1,....1}, Bi(\) = B(N), dla
A, N e Us \ {0}. Rzeczywiscie, niech

pi\t) = ol (™ . (A € K x K(rt/™).



38

Rozwazmy, wszystkie funkcje a§- # 0 takie, ze ¢ € {1,..,1}, j < ﬁ,il,-(o)(()).
Poniewaz ilos¢ ich jest skonczona i niepusta, wiec istnieje spéjne otoczenie
Uy C K takie, ze dla kazdej funkcji tej rodziny mamy o}(\) # 0 dla X €
U\ {0}. Poniewaz wowczas B, (A) < Bl (0) dla X € Uz, wiec z wyboru
U, tatwo wynika, ze %(\) sa identyczne dla A € U, \ {0}. Oznaczmy te
“generyczna” charakterystyke przez ' = (8, ...,8}:). Z powyzszego mamy
Bri < Bi)(0).

Jesli przez D;(\, xz) oznaczymy wyréznik f; oraz przez R;;(),x) rugownik
fi1f; dlai # j, to z réwnosci f = fi ... f; oraz wlasnosci wyréznika (zob.
np. [MS], X, 3.1, Zad. 3) mamy

! !
(7.8) D\ z) = H D;(\, z) H R\ @)

a stad dla kazdego A\ € Uy

! I
(7.9) ord D* = Zord D} 42 Z ord R}
i=1 ij=1
i<j

Zalozenie, ze dx(N\) # 0 dla A € Uy jest rownowazne warunkowi
(7.10) ord D* = const. = N, A e Us.

Pokazemy najpierw, ze istnieje spdjne otoczenie Us C Us punktu 0 takie,
ze dla kazdego i, j =1,...,1, i < j mamy

(7.11)  ord D} = const. =: d;, ord R}y = const. =: 11;;, A e Us\ {0}
oraz
(7.12) ord DY > d;, ord R?j > fgj.

Rzeczywiscie, poniewaz ®} jest parametryzacja zbioru zer f* w K(r) x C,
wiec jesli przez e; oznaczymy pierwiastek pierwotny stopnia n; z jednosci, to

n;

k=1
Zatem, jesli przyjmiemy M := NWW (ny,...,n;) i N; := M /n;, to

Uz

it y) =TT (v — ei(r eft™)).

k=1
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Stad, z wlasnosci rugownika i wyréznika ([MS], X.3.1, Wn. 1, Wn. 2) oraz
holomorficznosci ¢; otrzymujemy istnienie Uz C U, takie, ze zachodzi (7.11)
i (7.12).

Pokazemy teraz, ze rodzina V*, X € Us jest equisingularna. Przypusémy,
ze jest przeciwnie. Ze stalosci charakterystyk Bi()\) i rzedéw ord R;\J dla
S U3 \ {0} oraz ze znanego faktu, ze dla pseudowielomianéw wyrdznionych

2, [}, i # j mamy ord R, = po(f}, ') wynika, ze rodzina V* jest equisingu-
larna dla A € U3\ {0}. Zatem z naszego przypuszczenia wynika, ze VO nie jest
equisingularny z zadnym V*, A € U3\ {0}. Oznacza to w szczegdlnosci, ze dla
wybranej powyzej numeracji sktadowych, mianowicie V¢ = V(f}),..., V] =
V(f), istnieje i € {1,...,1}, ze charakterystyka generyczna §° jest rézna od
charakterystyki 8%(0) lub istnieja, i, j € {1,...,1}, ze krotno$¢ “generyczna’
pij jest rézna od krotnosci uo(f?, f7) (doktadniej, z (7.12) wynika, ze wtedy
pi < po(f7, £7))-

W drugim przypadku otrzymalibysmy natychmiast sprzecznosé z (7.10),
gdyz dla ustalonego A € Us, A # 0 z (7.9), (7.11) i (7.12)

N =ord D* = de+22um<20rdD2+ZZuO 12, 1% = ord D° =

r,s=1 r,s=1
r<s T‘<S

Rozwazmy teraz pierwszy przypadek, gdy g° # 54(0) tzn. (68g,...,5.) #
(B(0), ~-~75;i11:(0)(0))- Dla uproszczenia zapisu oznaczmy pierwszy ciag przez
(Bo, -, Bg), za$ drugi przez (f,...,0;,). Oczywiscie By = 5} = n;. Zatem
istnieje r, r € {1,...,min(g, h)}, ze Bo = BY, -, Br—1 = Br_1, Br % B

Jesli oznaczymy e, := NWP(fo, ..., 3;), ¢ = 0, ..., g oraz e; := NWP (5, ..., B;),
q=0,...,h, to ze znanego wzoru na rzad wyréznika ([P;], wzér w dowodzie
tw. 5.2) mamy

(7.13) ordD* = Zﬁq g1 —

Breo + Z(B‘H_l - 54)6(1 - ﬁgem AeUs \ {0}

g=1

h
(7.14) ord D’ =Y "Bl (e, — Brep + Z 1 — — Bhe).
q=1

Zapiszmy szereg p;(A,t) w postaci

Vil 1) = ag, MNP+ ap, (N2 4. ky < ko < ...,
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gdzie ap, # 0 w Us (jest to mozliwe, gdyz w rozwazanym przypadku nie
moze by¢ ¢;(\,t) = 0, bo wowczas byloby ®;(\,¢) = (¢,0), czyli fi(A\ z,y) =y,
a stad otrzymaliby$my ° = 3(0)). Wéweczas istnieje s, ze 8, = k, oraz (7.13)
mozemy przedstawi¢ w postaci

s—1
(7.15)  ordD* = (ki1 — kq)éq — ksbs, ko =0, & = B,
q=0
éq = NWP(ﬂo,kl, ...,kq), q= ]., ey S

Dla A = 0 w szeregu ¢;(0,t) = ag, (0)t** + ay,(0)tk2 + ... pewne z wspdt
czynnikéw oy, (0) moga, si¢ zerowac (ale réwniez ¢;(0,t) # 0, gdyz w przeci-
wnym razie byloby ®;(0,¢) = (¢,0), czyli f;(0,z,y) =y, a stad otrzymalibysmy
filhz,y) =y +ai()\z) idalej B = (0)). Podobnie jak powyzej istnieje s,
ze B, = ky. Ponadto B > By, czyli ks > ks, a stad s’ > s. Poniewaz
(Boy s Br—1) = (B, .., Bi_1), Wiec réwniez 8. > (.. Analogicznie, wzor (7.14)
mozemy przedstawi¢ w postaci

s'—1

(7.16) ord D% =" (kg1 — kq)é}, — ku &, Kl =0, & := Bo,

q=0
é; = NWP(By, kqys - kg, 1 45 < G, (0)#0),q=1,...,5".

Oczywiscie
(7.17) €y > €q g=0,..,s.

Niech 8, = k4. Aby poréwnaé (7.15) z (7.16) rozbijemy prawa, strone
(7.15) na cztery skladniki

qo—1
Si+8s+S3+51 =Y (kg1 — k)& + (Kgyr1— kg )80 + Z kg1 — —ksés
q=0 q=qo+1

i prawg strone (7.16) na cztery lub pieé¢ skladnikéw (w zaleznosci od tego,
czy s =15, czy s <)

go—1
Sl 4t 8L = Z (kgs1 — kq)éy + (kgyr1 — o T Z kg1 =
7=0 q=qo+1

s’ —1

+ > (ka1 — kq)Ely — kol
q=s

Oczywiscie S; = 9].
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Poniewaz ag, (0) = ax, (0) = 0, wiec &;, < &, (bo &g, = NWP(Bo, k1, ..., kgy) =
NWP(Bo,ﬁl,...,ﬁr) = €p, Zaé é;o = NWP(ﬁo,kql,...,kqp L g S qo0, Ckkqj (O 7é 0)
> NWP(ﬁo, ki, ..., kqofl) = NWP(ﬁo,ﬂl, ~-~7ﬁr71) = €T,1). Stad Sy < Sé

Z (7.17) dostajemy S5 < Sj.

Gdy s = ¢/, to wtedy S} jest sumg pusta i Sy = Si. Gdy zas s < s, to
poniewaz ¢, > 1dla g€ {s,...,s' — 1} oraz é, = €, = 1, wigc

s'—1 s'—1
> (kgir = k)& = > (kgpr — kq) = by — kg = kol — ki
q=s q=s

To daje nieréwnosé¢ Sy < S} + St.

W konsekwencji ord D = Sy + -+ + Sy < S + -+ + S§ = ord D°, co przeczy
(7.10).

2. =. Zalézmy, ze rodzina kietkéw V*, A\ € U, jest equisingularna.
Zatem dla kazdego A € U iloéé sktadowych V* jest taka sama. Oznaczmy
te ilo$¢ przez I. Zatem dla kazdego A\ € U istnieje otoczenie U, punktu
(0,0) € C?, ze

A= 7 w Uy

gdzie f(x,y) sa pseudowielomianami wyréznionymi oraz dla kietkéw V2
zbioréw V(f) mamy, ze V* = V3 U...U V] jest rozkladem V* na skltadowe
nieprzywiedlne. Zmieniajac numeracje f7, ..., f{* mozemy zatozy¢, ze dla do-
wolnych A\, X' € U, A # X, V* i V¥ sa equisingularne przy tej zmienionej
numeracji. Zatem z definicji equisingularnosci dla dowolnych A, N € U,
AN

(7.18) BN =p(N), i

1.1

(7.19) po(f ) = mo(fX 1Y), i =10 i # g,

gdzie 8'(X) jest charakterystyka, f, za$ uo(f, f;') krotnoscia odwzorowania
(S}, f) w zerze. Wéwezas dla kazdego i, jesli przez D} oznaczymy wyréznik
f, to na mocy wzoru (7.13) na rzad wyréznika mamy

hi (X

)
ord D} = Y Bi(N)(eh_1(N) — eh(NV)),
q=1

gdzie B(N) = (BY(N), s By (V) 1 €4(A) = NWP(BH(N), . Bi(V)). Stad i z
(7.18) ord D} nie zalezy od A dla A € U. Podobnie z (7.19) dla kazdych 1, j,
krotnosé po(f?, f;\) nie zalezy od A € U. Dla kazdego A € U oznaczmy przez

D> wyréznik pseudowielomianu f*. Poniewaz f jest pseudowielomianem
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monicznym wzgledem y, wiee dla kazdego A € U, mamy D> = DX, Stad oraz
ze wzoru (7.9) otrzymujemy, ze dla dowolnego A € U mamy

! 1
ord D* = ord DX = Zorde‘ +2 Z to(f £
k=1 i,j=1
1<J
jest staly i nie zalezy od A. Oznacza to, ze dy(\) # 0 dla kazdego A € U.

Whiosek 7.20. Przy zalozeniach twierdzenia 7.4 rodzina V*, X € U, jest
equisingularna wtedy 1 tylko wtedy p(V>?) = const .

Dowdd. Dla dowolnego X € U, P nie ma czynnikéw wielokrotnych w Oy, tzn.

fA'\ jest zredukowany w Q. Zatem mamy ze wzoru Teissiera ([P;] Lemat 3.2
lub [P3], Lemma 2.1)

A
m (f*, aa";) = u(f*) + po(f*z) — 1.

Poniewaz jg (f’\, %) = ord D* oraz uo(f*,z) = n, wiec ord D* = pu(V>)+n—1.
Na mocy poprzedniego twierdzenia otrzymujemy teze.

Uwaga 7.21. Wniosek, analogiczny do powyzszego, z zamiang, liczby Milnora
p#(V*) na niezmiennik §(V?*) (zob. [P4], [P3]) nie jest prawdziwy. Wystarczy
rozwazy¢ przyktad rodziny kietkéw w 0 € C? krzywych

VA= {(z,y) € C?: y? — (3 +22H)y —2*N—1)=0}, NeC,

dla ktérej mamy: §(V*) =2 dla A € C, zas u(V*) =3 dla A # 01 u(V°) = 4.
Stalo$¢ niezmiennika § w rodzinie kietkéw krzywych jest réwnowazna ich
“stabej equirozwiazalnosci” (zob. [T], Th.1.3.2).
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BLOWING-UPS AND BIFURCATION POINTS I.
THE ZARISKI THEOREM ON EQUISINGULARITY

Summary. In the paper basic elementary properties of blowing-ups of two-
dimensional complex manifolds, and an analytic proof of the Zariski theorem
on equisingularity for curves are given.
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