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TWIERDZENIE MOHA

T. Krasinski (L6dz)

1. WsTEgpP

Niech f € C[X,Y], f # const. Oznaczmy przez C := V(f) zbiér zer f w
C? i przez C jego domkniecie w przestrzeni rzutowej zespolonej dwuwymia-
rowej P2. Niech H,, bedzie prosta w nieskonczonosci przestrzeni P2. Zbior
C N H, jest skoficzony i niepusty. Jego elementy nazywamy punktami
f w nieskoniczonosci. Zbiér C jest podzbiorem algebraicznym (a wiec i
analitycznym) przestrzeni P? réwnym zbiorowi zer w P? ujednorodnienia
(XY, 2) .= Z"f(X/Z,Y/Z), n = degf, wielomianu f. Nierozkladalne
kietki analityczne zbioru C' w punktach f w nieskonczonodci nazywamy
gateziami f w nieskoriczonosci i ich ilo$é oznaczamy przez r(f). Analitycznie
galezie te wyznaczamy w nastepujacy sposéb: niech P bedzie punktem f w
nieskonczonosci i niech U bedzie taka kanoniczna czescia afiniczna P2, ze
P € U. Wielomian f* wyznacza w sposéb kanoniczny funkcje holomorficznag
fu w U. Niech (fy)p = & ... ¢bn bedzie rozkladem kielka (fi)p na nieprzy-
wiedlne i niestowarzyszone czynniki w pierscieniu kietkéw funkcji holomor-
ficznych Op w punkcie P. Wéwcezas kietki V(&),...,V (&) sa galeziami
f w nieskonczonosci w punkcie P. Dodatkowo liczby Iy,... [, nazywamy
krotnosciami tych galezi. Mozna pokazaé ([K1], Stw. 6.1), ze krotnosci
wszystkich galezi f w nieskonczonosci sa rowne 1 wtedy i tylko wtedy,
gdy wielomian f jest zredukowany w C[X,Y], tzn. nie jest podzielny przez
kwadrat zadnego wielomianu stopnia dodatniego.
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Rozwazmy teraz pek wielomianéw fy := f — A\, A € C. Poza skoniczona
ilodcia wartosci parametru X liczba galezi r(fy) jest funkcja stala od A ([K1]
Tw. 10.2, [K2] Tw. 1). W punktach A\, w ktérych r(f\) ma warto$¢ rézna
od "generycznie statej”, funkcja r(fy) nie ma zadnej wlasnosci péiciagtosci.
Pokazuja to nastepujace przyktady:

Przyklad 1. Niech f(X,Y) := XY? +Y. Dla kazdego A\ € C, punktami fy
w nieskonczonosci, we wspélrzednych jednorodnych (z : y : z) przestrzeni
P? sg punkty P, = (1 : 0:0) 1 P, = (0 :1:0). Poniewaz f}(X,Y,Z) =
XY?+Y Z?-\Z?, wigc nalezy zbada¢ rozklad kielkéw (y?+yz2—A2%) 00y 1 (2+
2% — A\z%)(0,0) na czynniki nieprzywiedlne w O ) w zaleznosci od parametru
A. Poniewaz rozwazane kietki sa kietkami wielomianéw wyréznionych Weier-
strassa, a rozktadalnosé tych ostatnich jest réwnowazna ich rozktadowi na
kietki rowniez wielomiandéw wyréznionych Weierstrassa, wiec tatwo wykazu-
jemy, ze pierwszy kielek rozklada sie na dwa czynniki nieprzywiedlne dla
A = 0 i jest nieprzywiedlny dla X # 0, zas drugi kielek jest nieprzywiedlny
dla kazdego X € C. Stad

()_{2 dla A+£0
"WNT13 dla a=o.

Przyklad 2. Niech f(X,Y):=Y — (XY —1)2. Punktami f w nieskoriczonosci
sa réwniez punkty P, = (1: 0:0)i P, = (0:1:0). Po ujednorodnieniu
[ otrzymamy, ze nalezy zbada¢ rozklad kietkéw (yz* — (y — 2%)? — A\z*) g0 1
(23 — (x — 2%)% = Az*)(0,0) na czynniki nieprzywiedlne w O o) w zaleznosci od
parametru A. Stosujac metode z Przykladu 1, nietrudno wykazujemy, ze

(3 dla A#0
r( A){z dla A= 0.

Zatem zaskakujacym jest fakt, ze funkcja r(fy) jest stata, gdy r(fy,) =1
dla przynajmniej jednej wartosci Ao, tzn. zachodzi

Twierdzenie Moha ([M]). . Jesli f € C[X,Y], f # const., f jest zredukowany
wCX,Y]ir(f)=1, tor(fr) =1 dla kazdego X € C.

Celem artykutu jest przedstawienie dowodu twierdzenia Moha wedtug idei
dowodu Abhyankara [A], Cor. 11.16, w oparciu o wlasnosci pierwiastkdéw
aproksymatywnych, podanych w artykule A. Ploskiego [P2].

Warto réwniez zauwazy¢, ze twierdzenie Moha nie jest prawdziwe, gdy
parametr A w peku f) nie jest wyrazem wolnym, gdyz dla

AXY) :=Y24+Y + )X,

_{1 dla A#0
"N=19 da r—o.
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2. LEMATY POMOCNICZE

Niech C{z} oznacza pierscien szeregow zbieznych jednej zmiennej. Niech
f € (C{z})[Y] bedzie wielomianem o wspélczynnikach w pierécieniu C{z}
nierozkladalnym, monicznym, wyréznionym rzedu n > 1, tzn.

(1) f(2,Y)=Y"+ar(x)Y" 4+ an(z),
a; € C{z}, orda; >i, i=1,...,n.

Zalozenie o nierozkladalnosci implikuje, na mocy twierdzenia Newtona—
Puiseux, ze istnieje szereg ¢ € C{t}, ¢(t) = c1t™ + cot™ + -+, n < ny <
ng < -+, ¢ #0, NWP(n,ny,no,...) =1 taki, ze

7@ Y) =TI (v = elet).

en=1

Niech by, ..., b, bedzie charakterystyka szeregu f(z,y). Przyjmijmy B; :=
]\H/V]D(bo7 ,bi), 1 = 07 7h (ZOb. [PQ]) le}gl (bo,... ,bh), (BQ,... 7Bh>
nazywamy rowniez ciagami charakterystycznymi f. Zauwazmy, ze ciag
(bo, ... ,bn) jest podciagiem skoniczonym ciagu (n,ni,ns,...) oraz ze by =
By>--->Bp=1.

Mozna pokazaé, ze prawdziwy jest nastepujacy wzoér (zob. dowdd Tw.
5.2 w [P1]).

Lemat 1. ord Hs":l(@(t) — @(Et)) = Z?:l bi(Bi—l — Bz)

e#l
Lemat 2. Jesli f € C[X,Y], f # const., jest zredukowany w C[X,Y] i ma jedng
gateZ w nieskoriczonosci, to dla dowolnego g € C[X,Y] mamy g|V(f) = const.
lub V(f)nVi(g) #0.

Dowdd. 7, zatozen wynika, ze f jest nieprzywiedlny w C[X,Y]. Istotnie,
gdyby f byl przywiedlny, to f = f1 fo, deg f1 > 01 deg fo > 0. Poniewaz f jest
zredukowany w C[X,Y], wiec f; i fo bylyby wzglednie pierwsze w C[X,Y].
Zatem na mocy znanego twierdzenia (zob. np. [F], Prop. 2, Ch. 1), zbiér
V(f1)NV (f2) bylby skoniczony. Z drugiej strony, poniewaz f ma jedna gataz w
nieskonczonosci, wiec fi i fo mialyby wspolna galaz w nieskoriczonosci. Stad
zbiér V(f1) NV (f2) bylby nieskoniczony, co sprzeczne z powyzszym. Zatem
f jest nieprzywiedlny w C[X,Y]. Stad zbidr algebraiczny V(f) jest réwniez
nieprzywiedlny.

Wezmy teraz dowolne g € C[X,Y]. Zalézmy, ze g|V (f) # const. Z nieprzy-
wiedlnosci V() wynika, na mocy wspomnianego wyzej twierdzenia, ze g|V (f)
nie jest stale w zadnym otoczeniu kazdego punktu P € V(f).

Pokazemy teraz, ze g|V(f) jest odwzorowaniem otwartym i domknigtym:

1. otwarto$¢ ¢g|V(f). Dla dowolnego P € V(f) istnieja lokalne holomor-
ficzne parametryzacje kielkéw nieprzywiedlnych zbioru V(f) w punkcie P
([E], Tw. Puiseux, I1.6.2).Zlozenia tych paramteryzacji z g sa funkcjami
holomorficznymi i niestalymi, a wigc odwzorowaniami otwartymi. Stad
tatwo wynika otwartosé g|V(f).

2. domknietosé g|V (f). Wystarczy pokazaé, ze g|V (f) jest odwzorowaniem
wladciwym, gdyz kazde odwzorowanie wiasciwe jest domkniete. Wezmy
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holomorficzna parametryzacje @ : {¢t € C : |t| > R} — U jedynej galezi f w
nieskoniczonosci w otoczeniu nieskoniczonosci U w C? (zob. [CK]). Wéwczas
ztozenie g o @ jest niestalym szeregiem Laurenta o srodku w oo € C postaci
god(t) = cptP + cp1tP" 1+ ..., ap, # 0, p € Z. Poniewaz V(f) jest zbiorem
algebraicznym nieprzywiedlnym, wiec na V(f) obowiazuje zasada Liouville’a
([C], §13, Tw. 2), tzn. kazda funkcja holomorficzna i ograniczona jest stala.
Zatem dla zlozenia g o ® mamy p > 0. Stad nietrudno dostajemy, ze g|V ()
jest wlasdciwe.

Poniewaz g|V(f) jest otwarte i domkniete, wiec g|V(f)) = C. Stad V(f)n

V(g) # 0.

Whiosek. Przy zatozeniach Lematu 2, jesli dodatkowo g # const. ¢ degg <
deg f, to V(f)NV(g) #0.

Dowdd. Na mocy lematu wystarczy pokazaé, ze g|V (f) # const. Przypusémy,
ze jest przeciwnie, tzn. ¢|V(f) = ¢, c € C. Wtedy g — ¢ zeruje sie¢ na V(f).
Na mocy twierdzenia Hilberta o zerach, g — ¢ nalezy do radykatu Rad((f))
idealu (f) c C[X,Y]. Poniewaz f jest zredukowany, wiec Rad((f)) = (f).
Stad g — c € (f), a to oznacza, ze f dzieli g — ¢ w C[X,Y], co niemozliwe na
mocy zalozenia, ze degg < deg f.

3. KRYTERIUM NIEROZKLADALNOSCI

Niech f € (C{z})[Y] bedzie nierozkladalny i ma posta¢ (1). Niech f(t",Y) =
[[..o (Y — p(et), ¢ € C{t}, oraz (bo,...,bn), (Bo,...,Bs) beda ciagami
charakterystycznymi f.

Twierdzenie (kryterium nierozkladalnosci, [A], Th. 12.4). Niech g € (C{xz})[Y]
bedzie wielomianem monicznym, wyrdznionym rzedu n (tzn. ma postaé ana-
logiczng do (1)). Jesli

h
(2) ordg(t", (1)) > Y bi(Bi—1 — Bi) + by,

i=1
to g jest nierozktadalny.

Dowdd. Oznaczmy prawa strone nieréwnosci (2) przez B. Z twierdzenia
Newtona—Puiseux wynika, ze istnieje N > 0 oraz szeregi 51,..., 08, € C{t}
takie, ze g(t"V,Y) = [[i_,(Y — Bi(t)). Zwickszajac N mozemy zalozy¢, ze
N =nk, k € N. Wtedy

ord H(w(tk) — Bi(t)) = ord g(t", o(t*)) = ord g((t*)", ¢(t"))
- = kordg(t", o(t)) > kB.

Poniewaz ord g(t", ¢(t)) = ord g(¢", p(et)) dla kazdego e, €™ = 1, wiec otrzy-
mujemy

ord H(cp(etk) —Bi(t)) > kB dla kazdego ¢, " =1.
i=1
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Dodajac te nieréwnosci stronami otrzymamy kolejno

ord( H H (et*) — Bi(t)) > nkB,

i=1en=1
Zord H — ¢(et")) > nkB.
en=1
Zatem istnieje ip € {1,... ,n}, ze
(3) ord( [T (Bio(t) — o(et*)) > kB.
en=1

Twierdzimy, ze wéwczas istnieje g, eff = 1 takie, ze

(4) ord(Bi, (t) — ¢(eot")) > kby,.
Rzeczywiscie, gdyby bylo przeciwnie, to przyjmujac s = max. ord(8;,(¢t) —

©(et*)) mielibysmy s < kby,. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze s = ord(B;, (t)—
©(t*)). Stad mieliby$my dla dowolnego ¢, e® =1, ¢ # 1

ord(p(t*) — p(et*)) = ord(p(t*) — By (t) + Big () — p(et*))
> min(ord(p(t*) — (B (1)), 0rd(Bs, (1) — (et®)) = ord(8;, (1) — o(et"))

Stad i z Lematu 1

ord H (Bi, (1) — p(et*)) = ord(B;, (t) — @(t¥)) 4 ord H (Bi, (1) — p(et*))

en=1 e"=1

e#l
=s+ Yy ord(B;, (1) — p(et?)) < kby + Y ord(p(tF) — o(eth))
6575_11 66;211
= kb, + ord H ord(p(t*) — p(et®)) = k(by, + ord H ord(p(t) — p(et)))
65"7&:11 6;?11
J(bn + Z bi( = kB,

co sprzeczne z (3). Zatem istnieje eg, ef = 1 takie, ze zachodzi (4). Poniewaz
od poczatku rozwazan mozemy zastapic szereg p(t) przez p(sot), wiec bedzie-
my w dalszym ciagu zakladaé, ze e = 1.

Roziézmy teraz g w (C{z}[Y] na czynniki nierozkladalne wyréznione i
moniczne, g = g - - - gp,. WOWczas szereg §;, wystepuje w rozkladzie Newtona—
Puiseux jednego z tych czynnikéw. Dokladniej, istnieje jo € {1,... ,p} takie,
ze w rozkladzie Newtona—Puiseux g;,(t7,Y) = [[,._,(Y —~v(nt)), v € C{t},
czynnika g, (z,Y) =Y+ a1 (2)Y9 4+ +a,(z), 1 < g <n, orda; > i, mamy
Bjo (t) = v(not"), gdzie gr = N i 1y jest pewnym pierwiastkiem ¢-tego stopnia
z 1. Podobnie jak powyzej, zastepujac w rozkladzie g;, szereg ~(t) przez
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y(not), mozemy zalozy¢, ze no = 1. Zatem z (4) uwzgledniajac, ze o = 1,
mamy
ord(y(t") — @(t*)) > kby,.

Stad, przyjmujac ze ¢(t) := cp, " + cp,t™ + -0 1 y(t) 1= dg, 17 + dg, t? + - - -,
otrzymujemy

Cny =dgys- oo 5 Cy, = dpy,,

kny =rqi,... kb, = rby.

Poniewaz NWP(n,ny,...,by) = 1, wiec k = NWP(kn,kny,... kby) =
NWP(rq,rq1,... ,rby) = rNWP(q,q1,...,br). Stad r|k. Poniewaz rq = kn,
wiec ¢ = vn, v € N. Jak zauwazyliSmy poprzednio, ¢ < n. Zatem ¢ = n.
Oznacza to, ze stopien czynnika g;, ze wzgledu na Y jest réwny n. Zatem
g = gj,, czyli g jest elementem nierozktadalnym.

4. DowOD TWIERDZENIA MOHA

Niech beda spelione zalozenia twierdzenia Moha. Poniewaz f ma jedna
galaz w nieskonczonosci, wiec ma tylko jeden punkt w nieskonczonosci.
Stosujac liniowa zmiang wspohzednych w C? bedziemy zakladaé, ze we
wspohrzednych jednorodnych (z : y : 2z) przestrzeni P? jest to punkt P = (1 :
0:0). Nie zmienia to ilosci galezi wielomianu w nieskoriczonosci, gdyz kazde
nieosobliwe przeksztalcenie liniowe L(z,y) = (L1(x,y), L2(,y)) przestrzeni C?
przedtuza sie do biholomorfizmu L*((z : y : 2)) := (L{(x : y : 2) : (Li(z : y :
2) @ z) przestrzeni P? przeksztalcajacego prosta w nieskonczonosci H,, na
siebie. Ponadto bedziemy zakladaé, ze n := degf > 1, gdyz dla n = 1 teza
jest oczywista. Zatem f ma postaé

fX,Y)=Y"+a(X)Y" - 4 an(X),
n>1, a; € C[X], dega; <i, i=1,...,n,

Wynika stad, ze kazdy element peku f) = f— A, A € C ma réwniez dokladnie
jeden punkt w nieskoriczonodci i to réwny P. Ujednorodnienie f ma postaé
XY, 2) =Y" + Zay(X)Z)Y" ! + - 4 Z"an(X/Z) — AZ". Zatem w mapie
czesel afinicznej U = {(z : y : 2) € P? : x # 0}, f} wyznacza pek wielomianéw

aNZ,)Y) = f5(L,Y,Z)=Y" 4+ Za1(1)Z2)Y" "  + -+ Z"an(1)Z) — N\Z".

Zalozenie, ze f ma jedna galaz w nieskoriczonosci oznacza, ze kietek (go)(0,0) €
O(0,0) jest nierozktadalny. 7 postaci f wynika, Ze (go)(,0) jest kietkiem
wyréznionym wzgledem zmiennej y w O(,0). Zatem na mocy znanej wlasnosci
kietkéw wyréznionych ([L], I, §2, 2b), go rozwazany jako element (C{z})[Y]
jest w tym pierscieniu nierozkiadalny. Analogicznie, nierozkladalnosé gy
w pierécieniu (C{z})[Y] jest réwnowazna temu, ze f, ma jedna galaz w
nieskonczonosci. Zatem wystarczy pokazaé, ze gy € (C{z})[Y] sa nierozkia-
dalne dla kazdego A # 0.

7 twierdzenia Newtona—Puiseux wynika, ze istnieje szereg ¢ € C{¢} taki,
ze go(t",Y) = [1on (Y —(et)) w (C{t})[Y]. Zatem go(t",(t)) =0idla X#0
mamy

(5) ord gx (", o(t)) = ord(go(t", (t)) — At™) = ord(—A\t"") = n?.
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Niech (bg,... ,bn) 1 (Bo,...,Bp) beda ciaggami charakterystycznymi go. Po-
niewaz n > 1, wiec h > 0 (gdyz w przeciwnym przypadku byloby n = by =
By = By, =1). Zatem Bj,_; > 1.

Rozwazmy pierwiastek aproksymatywny “r</gy wielomianu gy rozwaza-
nego jako element (C[Z])[Y] (zob. [P2]). Jest to wielomian moniczny w
(C[Z2))[Y] stopnia n/Bj,—1 wzgledem zmiennych Z,Y ([P2], Wniosek 1.3). Po
przejsciu do wyjsciowe]j czesci afinicznej (zmiennych X,Y) przestrzeni P2
otrzymamy z wielomianu “r</gy wielomian

hX,Y) = XVBrt Bry/gi(1/X, Y/X)

stopnia n/By_;. Poniewaz Bj_; > 1, wiec degh = n/Bj_1 < n = degf.
Zatem na mocy Wniosku z Lematu 2 wielomiany h i f maja przynajmniej
jedno wspdlne zero w C2. Stad, na mocy twierdzenia Bezouta dla krotnosci
(90, "»+¥go)p W punkcie P mamy ostra nieréwnosc¢

(6) (90, “"/g0)p < deggodeg “"~/go =n*/By_1.

7, drugiej strony, na mocy podstawowego twierdzenia o pierwiastkach apro-
ksymatywnych ([P2])

h—1

1
(90, Bh*\ygio)P = K Z bi(Bi—1 — B;) + by,.

T a=1
Stad iz (6) po tatwych przeksztalceniach otrzymujemy

h
7’L2 > ZbZ(B’L—l — Bl) + by,.

=1
Zatem z réwnosci (5) mamy dla kazdego A # 0

h
ordg)\(t”,go(t)) > Zbi(Bifl — Bl) + by,.

i=1

Na mocy kryterium nierozkladalnosci g, sa nierozkladalne w (C{z})[Y], co
mieliSmy pokazad.
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MoH THEOREM

Summary. Let f € C[X,Y], f # const.. In the paper a proof (after S.S.
Abhyankar) of the following Moh theorem is given: if f is reduced and has
one branch at infinity, then each element of the pencil f — A, A € C, has also
one branch at infinity.
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