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0 WYNIKU FALTINGSA

T. Krasihshi {EddZ)

0. WSTEP. Geometria diofantyczna zajm;je sig badaniem réwnan diofantycz-
nych wetodami geometrii algebraicznej. Miody matematyk niemiecki: Gerd. Faltings
(rok urodzenia 1934} za wyniki z tej dziedziny otrzymal nagrode Fieldsa w 1986
r. Rozstrzygnal on kilka hipotez, w tym znang ‘hipoteze Mordella z 1922 r. o'roz-‘
wigzaniach wymiernych rdwnaid diofantycznych. W ai:tykule tym przedstawimy | krag
zagadnien prowadzacych do tej hipoteay craz omdwiny wyéej wspommiane wyniki Fal-
tingsa i ich proste konsekwencje. :

1. ROWNANIA DIQFANTYCZNE. Ten_ dzial teorii licad zajmuje sig szukaniem
rozwiazan catkowitych lub wymiernych rdwnar postaci

1) . FX...X) =0,
gdzie F € lep- .,xnl. W artykule hogtax;iczyny sie do_iéﬁblm» szukania rvoz-
wiazad wymieraych. St A

W geometrii’ algebraicznej peiniejsze wyniki otrzymuje sig, gdy rdéwnanie

(1), po ujednorodnieniu. badamy W przestrzeni rzutowej CP“ : Howczas problem
bedzie polegaz na znalezieniu wéréd wszystkich rozwiqzan réwnania (1) w  €p°

_punktéw o wspdirzednych wymiernych (te ostatnie definiujemy jako te ;mnkty Pe

 gp”, dla ktérych istnieja wspoirzedne jednorodne wymierne). Dla uproszczenia
bedzieny zapisywad rownania we wspélrzednych niejednorodnych. H ptzypadku szuka-
nia rozwigzai w "nieskoﬁczonosci" ptzechodzié ’oedziemy do wspdltzednych - jedno-

Rozpoczniemy od analizy najprostszych réunan diofantycznych dwéch miennych
(pierwotna hipot.eza Hordell: téwniez dotyczyla w:lalomianéu dwéch zmiennych). :

1°. Niech F€ ZZ{X,Y]<fi ‘deg F=1 ten. F(X,Y) = aX+bY +c, a,b.c €
€Z i a#0 lub b# 0. Réwnanie F:= 0 posiada nieskosiczenie wiele roz-



wigzan wymiernych, latwych do wyzpaczenia, oraz dokladnie jedno na prostej w
nieskoficzanoéci, mianowicie [b,-2,0] (bo ujednorodniedié F* ywielomianu F ma
sestad FR(X,Y,2) =.aX + bY + cZ). Roéwniez iatwo wykazaé, Ze rdwnanie F=0
posiada rozwigzanie catkowite wtedy i tvlko wtedy, gdy NWD(a, b)!c; ’ Ponadto,
jesli ten warunek Jest spelniony, to rownanle to posiada nieskonczenie wiele

rozwigzani calkowitych. _
2°, Niech F € ZI¥X, Y] i deg ¥ =V2. Wowczas mogg zajsé trzy praypadkis

(i) wielomian F rozklada siesw Q[X,Y] na czynniki liniowe. Wéwczas &f.

‘naliza vozwiazan réwnania F = § sprowadza sig do punktu lo,

(ii). wielomian F jest nierozkladalny w ®[X, Y], lecz jest rozkladalny w
€{X, Y] np. wielomian F(X,Y) = X 2. Wowezas, jak wiadomo. (zob. np. [8],
811, roz. X) istnere skoficzone algebraiczne rozszerzenie k ciala @ takie,
2e wielomian ¥ rozkiada sie W . k[X Y], W powyiszym p*zykladzie wystarczy pPray-
jaé k= Q(V2), bo - 2%% = (X - VEY)X + V3Y). ;

Rcéumowanié to moZna uwogdinic. Mianowicie,_niech F € 9{X,¥Y] bedzie wielo-.
mianem stopnia n, nierozkiadalnym w ©[X,Y], lecz rozktadalnym - w pewnym
KIX,¥i, gdzie K jest rpzszerzeniem‘ciala Q. Wéwczas istnieje skoﬁczone al-
gebraiczne rozSzerzenie k ciala Q; 2e F jest rczkladalny w k[X Yl. Wte-
dy molemy zapisa¢ F=F, ... F, 12 2, gdzie F, € k[X,Y]. wybietajac bazel
el,.‘.,ep w k nad @ (oezywiscie P =vfk<: Ql)  manmy . F; (X Y) = G (X Y)e

Fopas F G (X Y)e dla pewnych G € ¢[X,Y]. 5Stad znikanie pewnego F w punk*
cie dyn1ernym jest réwnowazne znikanxu w tym punkcie wszystkich wielcmianow Gj
j=1,...,p ({(na mocy liniowej niezaleZnosci e, nad Q). To samo postepowaple
moiemy zastosowaé do kazdego z wielomiandw Gi ; Zatem po skonczonej ilosci
krokdw dojdziemy zawsze do réwnan (dokladniej ukiaddw réwnan) o wspolczynnikach
~wymiernych, ktére s3 nierozkadalne w kazdym rozszerzeniu ciala Q. Na  mocy
tego, w dalszym ciggu ograniczymy sie do wielomiandw o wspolczynnikach _wymier;
nych, nierozkiadalnych w clx,yl. e

Pa tej ogélnej uwadze utééﬁy do wielomiandw stopnia drugiego. Na mocy po-
- wyZzszego rozpatfyuany przypadek sprowadza sie do ukladu réwnaﬁ'liniowych()wspél‘
czynnikach wymiernych, . ) a3 : 7 : .

(iii) wielomian F jést,nierozktkﬁainy~a~»GEX;Y].W‘Ntedy

a) jesli réwnanie F = 0 posiada choé jedno rozwiazanie wym1erne, to po-'

siada ich nieskoriczenie wiele. Rzeczywiécie, biorac pod uwage proste o. wspoi-

'czynnlkach'kxe;unkowych wymiernych przechodzace przez ten punkt, atwo sprawdza-



my, Ze drugim punktem przeciécia takiej prostej ze zbiorem (P € ¢P2 : FX(P) =0,
F* ujednorodnienie F} jest réwnieZ punkt ¢ wspéirzednych wymiemycm Co wie'-

: cej. przyporzadkwanxe to ustala "izomorfizm algebraiczny" zbioru punktéw wy-
miernych réwnania F%* = 0 2z QP = § U {=}.

b} roéwnanie F = 0 nie posiada z.;dnego rozwigzania wymiernego np.. dla

F(XY)mx2 ¥ 41,

Dla danego uielomianu nierozktadalnego w C[X,Y] twier&enig Minkowskiego-

-Hassego (zob. [2], uwagi po tw. 1, §7, roz. 1) rozstrzyga efektywnie o tym . czy - .

zachodzi przypadek -a) czy b).

3°. Niech F €Z[X,Y] i deg F'=3. Zgodnie z powyiszym zakiadamy, ie
wielomian F jest nierozkladalny w €[X,Y]. Oznaczajgc, jak poprzednio, przez
F* ujednotodnienie F  rozwaimy tutaj dwa przypadkis o

(i) zaldédmy, 2e V(F*) = (P € CP : FA(P) = 0} Jest krzywq aigebraicznq
nieosobliwa tzn. w Zadnym punkcie P € V(F%) nie znikaja. jednoczesnie wszystkie.
pochodne czastkowe wielomianu FX. Jest to tzw. krzywa eliptyczna. Jako zwarta
rozmaitosé zespolona jednowymiarowa jest ona biholomorficznie réwnowaina z toru-
sem. Te i inne wiadomosci o krzywych eliptycznych mozna znaleZé w podreczniku
[161. ' -

Ustalmy dowolny punkt 0 € V(F¥*). Wowczas na krzywej V(F*) moZemy wpro-
wadzié strukiture g:."upy abelowej za pomocg nastepujacego dziatania: dla dowol;
nych P,Q € V(F*) oznaczmy przez P % Q trzeci punkt przeciecia prostej rzu-
towej ptzéchodzgéej przez P i Q =z krzywg V(F*) (gdy P = Q bierzemy pro-
stg styczna). ﬁéucz_as dziatanie @ w V(F%) okreslamy wzorem P @ Qo=
=0 % (P * Q). ' L '
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Nietrudno wykazaé, 2e iesli wybrany punkt 0 jest wymierny, to zbidr punk-
téw o wspdirzednych wymiernych w V(F*) tworzy podgrupe w V(F%).

Podstawowym rezultatem o strukturze tej podgrupy jest twierdzenie

TWIERDZENTE - (Mordell 1922 {13]). Pocdgrupa punktdéw wymiernych krzywej eli-

ptveznej jest skoficzenie generowana.

Z ogdélnej teorii grup abelowych i powyZszego twierdzenia wynika, Ze podgrupa

ta jest izomorficzna z sumy prosty grup Z @ ... Z, DZ /mll @
' T .

s , r-sktadnikdéw ) _

@ ZMmZ, renuy {0}, miz 2. Liczbe r ﬁazywamy ranga krzywej seliptycz-
nej, zas sume Z/mlz ® ... @ Z/m Z podgrups torsyina krzywej eliptycz-
nej. Struktura tej ostatniej zostala zbadana przez Mazura {11]. Mianowicie, ist-
nieje tylko 15 mo2liwych podgrup torsyjnych krzywych eliptycznych: 0, }Z/ZZ .
ZI3Z,...,200Z, ZI[12Z, Z2Z & T /nZ, o - 2,4,6,8. O randze wiadomo
o wiele mniej. I}o tej pory nie wiadomo czy istniejg krzywe eliptyczne o dowol-
nie duzej randze. Przykladami krzywych eliptycznych V(F*) 41 ich grup € punk-
téw wymiernych s3: '

17 Rx,Y) = Yz - X3 -17, 6= Z ®7Z  generowana przez punkty [-2,3,11]

i 12,511

3 3

2° FX,Y) =X +Y -1, G=Z/3Z. Sato punkty [0,1,0],  [1,0,0},
il.“I.O} Gch'- ;

3° B(X,Y) = 35 + 470

zania wyuiernego W CPZ {zob. {3], str. 206).

+ 5, Réwnanie F* = 0 nie posiada zadnego rozwig-

2 3

‘ (ii) Zatézmy, ze krzywa V{F*) ma osobliuosci (np. dla F(X,Y) =Y - X
. punktem osobliwym jest punkt (0 0,11 € ¢P ). 2 ogolnych twierdzen ¢ krzywych
algébr_aicznych w EP_Z wynika, 2e krzywa V(F*) posiada tylko jeden punkt oso-
blivy ({51, §4, roz. 5) i 2e jest dwuwymiernie réwnowazna ce? ({51, §3, roz.
8). W tym przypadku moZemy wprowadzié strukturg grupy abelowej w zbiorze §unk-
téw nieosobliwych V(F%*) =za pomocg analogicznego dzialania jak w. punkcie i),
Wéwezas mozna wykazad, Ze podgrupa punktéw o wspéirzednych wymiernycﬁ jest izo-
morficzna badz z grupg Q% = @ - {0) 2z dziataniem mmozenia lub z grupa Q' =0
z dzialaniem dodawania. Na przyklad, dla wielomianu F(X,Y) = Y~ krzywa
V(F*) = V(Y’Z - Xa) ma punkt osobliwy P = [0,0,1]. Wéwczas odwzorouaﬁie wy-
mierne V(F%*) - {P} > [x,y,z] ~ = jest izouorﬁzmem grupy punktow nieosoblncych
V(F*} o wspdlrzednych wymietuych na Q



Joynikdy,,
2. HIPOTEZA MORDELLA. Do chwili uzyskania przez Faltingsa. o ktdrvch by~
ia mowa na poczgtku, niewiele bylc wiadomo o rozwizzaniach wymiernych véwnan
F=0, gdzie F € Z[X,¥] i deg ¥ 2 4. Hordell {13] w 1922 r. postawil nas-

tepujacg hipoteze %

HIPOTEZ,& MORDELLA. Dla dowolnego wielomianu P € Z{X,¥] nierczkiadalnego
w C{X,Y] rodzaju wigkszego bgdi rdwnege 2, véunanie ¥ =0 ma tylko  shkoi-

czong ilodé rozwigzan wymiernych.

Rodzaj nierczkladalnego w C€{X,Y] wielomianu ¥ {lub inacze} rodzaj krzy-
wej V{(F%)) mnmoZemy zdefiniowaé na przykiad na jeden z trzech rdwnowaznych spo-
sobdws

{1} réwnaniu F = 0 mozemy jednoznacznie przyporzadkewad zwartg powierz-

chnig Riemanna. Jej vodzaj nazywamy rodzajem F.

{44) V(F®) jest krzywa algebraiczng nieprzywiedina (byé moie z osobliwos-
ciami). Po rozwigzaniu tych osobliwosci {zob. np. [5], Roz. 77 otrzymamy nie-
osobliwg krzywa algebraiczng. Jest to jednowymiarowa rozmaitosSé zespolona zwarta

czyli zwarta powierzchnia Riemanna. Jej rodzaj nazywamy rodzajem F.

{iii) jes§li deg F =n, to vodzajem F nazywamy liczbe
{n - 122§n = 2)7: 5 GP(F*)"
PEV(F*)
gdzie %(F*) ' je;t pewnym licebowym niezmiennikiem analitycznym kr;ywej V{F*%)
w punkcie P posiadajacym nastgpujace wlasnos’c;»: GP'(F*). 2 0 dla kazdego P €
€ V(F%*) oraz 6P(?*) > 0 wtedy i tylko wtedy, gd'y. P jest punktem ~ osobliwym
krzywej V{F*} {dokiadng déﬁnicje GP oraz jej’ wlasnoéci mozna znaledé w _[IAD'
0

Na przykiad wielomian F(X,Y} =Y - 10 e rodzaj o {punktem osobliwym
2 : :

krzywej V(F*) jest punkt [0,1,0] € €P7). Dla nE€N kraywa Ferm_ata' x )
+Y =2" Ty ch jest nieosobliwa. Zatem jej rodzaj jest réwny (n-1){n-2)/2. ;
Stad dla n2 4 krzywe Fermata majg rodzaj 2 2. Zauwaimy, 2e W przypadkach .
rozwazanych w poprzednim punkcie mamy: = e : : ; s :

1. dla deg F=1 fodzaj F -. 0. el

2. dla deg F=2 rodzajAFf'Q. Sa :

3. dla deg F =3 rodzaj :r’-- 0 _iu,b : g .Ii-'zale'tnéééiv'»od' tago czy
V(F*) ma punkt osobliwy czy nie. o A SRR
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PowyZszg hipotezg Mordella moZna uogélnié nastepujaco w terminach geometrii

algebdraicznej

UOGDINTIONA HIPOTEZA MORDELIA. Dowolna krzywa nierozkladalna i nieosobliwa
X ¢ ¢P" . okreslona nad cialem Iiczt?ouym K>2@, rodzasju g 22 posiada tylko
skorficzong ilosé punktdéw ¢ wspdirzednych z XK. .

Ciatem liczbowym nazywamy dowolne skoriczone algebraiczne ‘rozszerzenie ciala
liczb wymiernych, zawarte w €, =2za$ zwrot "krzywa okreslona nad cialem K" oz- ‘
nacza, ze ideal tej krzywej w pierécigniu c[xo,...xn} posiaaa .. generatory o
wspdiczynnikach 2z ciaia K. _

Zatoienie o braku osobliwosci na krzjrwej X nie jest istotnym ogranicze-
niem w stosunku do klasycznej hipoi;ezy Mordella, gdy2 dla dowolnej krzywej nie-
rozktadalnej rzutowej X okreslonej nad K istnieje nieosobliwé krzywa rzutowa
X' okredlona nad K { dwuwymierne odwzorowanie W : X' - X okreslone réwniez
nadA K (tzw. funkcje wymierne reprezentujacg W majg wspdiczynniki z K) (zob.
[5], roz. 7). Za pomocg tego odwzorowania punkty o wspdéirzednych z K przecho-
dzg w punkty o wspéirzednych z K. '

3. WYNIK FALTINGSA. Od voku postawienia hipotezy Mordella, tj. od -roku
1922 do 1983, jedynymi znaczacymi rezultatami wig2geymi sig z tg hipoteza  byly
nastepujace dwa twierdzenia -

TWIERDZENTE (Siegel 1929 [15]).' Dia dowolnego ciata liczbowego. KD '@ i
dowolnej nieosobliwej krzywej X rodzaju g 2 1 okreslonej nad K istnieje
* tylko skoficzona iloéé punktéw na X o wspdirzednych catkowitych (w odpowiédniej
czeéci afinicznej). ' .

Jest rzecza interesujgcg, Ze dowdd tego twierdzenia opiera sig na trudnych
wynikach o aproksymacji liczb algebraicznych przez liczby wymierne (pélny dowdd
_uogélnionej wersji twierdzenia Siegela moZna znaleié w [9], roz. 8). ;

TWIERDZENTE (Manin 1963 [10], Grauert 1965 [6]). Uogélniona hipoteza Mor-
della jest prawdziya w przyphdku,' gdy ciaioﬂl} zamienimy na cialo ‘K(Xl'..f. ,Xn)
funkcji wymiernych n-zuiennych nad algebraicenie domknietym cialem K.

_Do.piero po Aprz'eszlo szeééd;i'esiqciu lataéh hjpoteih Hordeli& ‘zostala roz-
strzygnigta. Mianowicie, w 1983 r. G. Faltings w (4] udowodnil
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TWIERDZENIEJ Uogélniona hipoteza Mordella jest prawdziwa.
Bezposrednimi wnioskami 2 tego twierdzenia sg

WNIOSéK 1. -Klasyczna hipoteza Mordella jest prawdziwa.

WNIOSEK 7. Réwnanie X° + ¥° =1 dla n 2 4 posiada tylko skoriczong i-
loéé¢ rozwiazai wymiernych. '

Z ¥Wniosku 2 otrzjmqjémy prosto nastepujacy wynik dotyczacy wielkiego twier-
dzenia Fermata. ) '

WNIOSEK 3. Réwnanie M+ =2" dla n24 posiada co najwyzej  skofi-
czong ilo$é rozwigzan w liczbach calkowitych =x,y,z takich, Ze - NWD(x,y,z) = 1.

- Na uwage zasluguje jeszcze fakt, Ze Faltings w trakcie dowodu (ktéry jest
trudny i opieré sig na wielu dziedzinach matematyki) wykazuje dwie inne  2znane
hipotezy 2z arytmetycznej geometrii-algabraicznej:.§afareviéa i Tate’a. Peiny
dowdd teZultatéwJFaltingsa moZna rowniez znaleZdé w dodatku do rosyiskiego tiuma-
czenia ksiazki -[9]. Godnymi polecenia 53 takZe przegladowe artykuiy {11, {71 4
{12] o tych wynikach. » s
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