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1 Wprowadzenie

Ustalmy spójna̧ n-wymiarowa̧ rozmaitość różniczkowa̧ M . Niech TM i T ⋆M oz-
naczaja̧ odpowiednio wia̧zkȩ styczna̧ i kostyczna̧ do M . Niech ξ = (E,M, π : E →
M) bȩdzie wia̧zka̧ wektorowa̧ nad M . Oznaczmy symbolem Γ(M,E) przestrzeń
liniowa̧ wszystkich g ladkich ciȩć wia̧zki ξ tzn. odwzorowań g ladkich s : M → E
takich, że π ◦ s = idM .

Przypomnijmy, że koneksja̧ w wia̧zce ξ nazywamy dowolne odwzorowanie linio-
we ∇ : Γ(M,E) → T ⋆M⊗E spe lniaja̧ce warunek Leibnitza: ∇(fs) = df⊗s+f∇s,
dla dowolnych s ∈ Γ(M,E) i f ∈ C∞(M). W szczególności, gdy E = TM , ∇
nazywamy koneksja̧ afiniczna̧, natomiast parȩ (M,∇) rozmaitościa̧ afiniczna̧.

Niech (M,∇) bȩdzie rozmaitościa̧ afiniczna̧. Koneksja ∇ rozszerza siȩ (w spo-
sób naturalny) do koneksji w każdej wia̧zce tensorowej T k

l = (T ⋆M)⊗k ⊗ (TM)⊗l.
Bȩdziemy pisać T k zamaist T k

0 . Ponadto T 0 bȩdziemy identyfikowć z wia̧zka̧
trywialna̧ M × R. W szczególności, gdy E = T k oraz ω ∈ Γ(M,T k) wtedy
∇ω ∈ Γ(M,T k+1). Jeżeli φ = (φ1, . . . , φn) jest mapa̧ na M , ∂i = ∂/∂φi oraz
Γk
i,j sa̧ wspó lczynnikami koneksji ∇ w mapie φ tzn. ∇∂i∂j =

∑n
k=1 Γk

i,j∂k, wtedy
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wspó lczynniki ∇ω w mapie φ dane sa̧ wzorem

(∇ω)i0,i1,...,ik = ∂i0ωi1,...,ik −
k∑

ν=1

n∑
l=1

Γl
i0,iνωi1,...,iν−1,l,iν+1,...,ik . (1)

Po lóżmy ∇k = ∇◦ · · · ◦ ∇ (k-razy). Ponieważ każda̧ funkcjȩ g ladka̧ można identy-
fikować w ciȩciem wia̧zki trywialnej T 0, zatem ∇kf ∈ Γ(M,T k)

Niech P(M,∇){f ∈ C∞(M) : ∇kf = 0, dla pewnego k}. Elementy P(M,∇)
nazywamy funkcjami ∇-p laskimi. Ponieważ koneksja jest operatorem różniczko-
wym, P(M,∇) jest pierścieniem przemiennym z jedynka̧. Okazuje siȩ (zob. [Kz]),
że P(M,∇) posiada w lasności analogiczne do pierścienia wielomianów R[t1, . . . , tn].
Mianowicie: P(M,∇) jest dziedzina̧ ca lkowitości, jeżeli (M, g) jest zupe lna̧ roz-
maitościa̧ riemannowska̧ natomiast ∇ koneksja̧ Leviego-Civity, wtedy każda funkcja
∇-p laska i ograniczona na (M,∇) jest sta la, w szczególności każda funkcja ∇-p laska
na zwartej rozmaitości riemannowskiej jest sta la. Ponadto zachodzi nastȩpuja̧ce
twierdzenie (zob. [Kz]):

Niech (M,∇) bȩdzie spójna̧, rzeczywista̧ analityczna̧ rozmaitościa̧ afiniczna̧
i F ∈ C∞(M). Jeżeli dla dowolnego x ∈ M istnieje k = k(x) ≥ 0 takie, że
(∇kF )(x) = 0, wtedy F jest ∇-p laska i analityczna.

Zauważmy, że w szczególnym przypadku, gdy M = G jest obszarem w Rn nato-
miast ∇ jest kanoniczna̧ koneksja̧ afiniczna̧ na G tzn. Γl

i,j = 0, wtedy jako kon-

sekwencjȩ wzoru (1) dostajemy, że dla dowolnej F ∈ C∞(G) i x ∈ G, (∇kF )(x) =
(DkF )(x), gdzie D oznacza różniczkȩ funkcji F . Zatem F ∈ P(G,∇) dok ladnie
wtedy, gdy F jest funkcja̧ wielomianowa̧ na G. Mamy zatem nastȩpuja̧ce

Twierdzenie 1 Niech F ∈ C∞(G). Jeżeli dla dowolnego x ∈ G istnieje k =
k(x) ≥ 0 takie, że (DkF )(x) = 0, to F jest funkcja̧ wielomianowa̧ na G.

Twierdzenie 1 wydaje siȩ interesuja̧ce samo w sobie. Udowodnimy je na gruncie
elementarnej analizy. W tym celu wykorzystamy nastȩpuja̧cy

Lemat 1 Niech I bȩdzie przedzia lem otwartym w R i f ∈ C∞(I). Jeżeli dla
dowolnego x ∈ I istnieje k = k(x) ≥ 0 takie, że f (k)(x) = 0, wtedy f jest funkcja̧
wielomianowa̧ na I.

Treść powyższego lematu pojawi la siȩ m.in. jako zadanie na jednym z kon-
kursów matematycznych dla studentów. Ponieważ nie znaleźlísmy w literaturze
miejsca w którym można odnaleźć dowód lematu 1, przedstawimy go w kolejnym
paragrafie.

2 Dowód

Zacznijmy od wprowadzenia nastȩpuja̧cej, wygodnej notacji. Jeżeli x ∈ Rn, x =
(x1, . . . , xn) i α = (α1, . . . , αn) jest wielowskaźnikiem, wtedy xα = xα1

1 · · ·xαn
n ,
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|α| = α1 + · · · + αn oraz α! = α1! · · ·αn!. Ponadto przyjmujemy, że stopień wielo-
mianu zerowego jest równy −∞.

W dowodzie bȩdziemy korzystać z twierdzenia Baire’a w nastȩpuja̧cym sformu-
 lowaniu (zob. [He] Lemma 3.1):

Niech X ̸= ∅ bȩdzie lokalnie zwarta̧ przestrzenia̧ Hausdorffa. Jeżeli X =∪∞
k=0 Xk, gdzie zbiory Xk sa̧ domkniȩte, wtedy istnieje k0 takie, że intXk0 ̸=

∅.

W szczególności twierdzenie Baire’a może być zastosowane w sytuacji, gdy X jest
domkniȩtym podzbiorem przedzia lu otwartego.

Dowód lematu. Niech V bȩdzie otwartym podzbiorem przedzia lu I zdefiniowa-
nym w nastȩpuja̧cy sposób: x ∈ V , gdy istnieje k ≥ 0 takie, że f (k) = 0 w pewnym
otwartym otoczeniu punktu x. Oczywíscie f jest funkcja̧ wielomianowa̧ na każdej
sk ladowej zbioru V . Należy pokazać, że V = I.

Zauważmy najpierw, że V jest gȩstym podzbiorem I. Istotnie, niech X ̸= ∅
bȩdzie otwartym podzbiorem I. Dla dowolnego k ≥ 0 zbiór Xk = {x ∈ X :
f (k)(x) = 0} jest domkniȩty w X oraz

∪∞
k=0 Xk = X. Na mocy twierdzenia

Baire’a istnieje k0 takie, że ∅ ̸= intXXk0 = intIXk0 .

Przypuśćmy, że E = I \ V ̸= ∅. Zauważmy, że E jest w sobie gȩsty. Wynika to
z nastȩpuja̧cej obserwacji: jeżeli h jest funkcja̧ g ladka̧ zdefiniowana̧ na przedziale
otwartym J , x ∈ J , i obciȩcie h do każdej sk ladowej spójności zbioru J \ {x}
jest funkcja̧ wielomianowa̧ to h jest funkcja̧ wielomianowa̧ na J . Dla dowolnego
k ≥ 0 zbiór Ek = {x ∈ E : f (k)(x) = 0} jest domkniȩty w E,

∪∞
k=0 Ek = E

oraz E jest lokalnie zwarty (jako domkniȩty podzbiór przedzia lu I) zatem na
mocy twierdzenia Baire’a istnieja̧ k0 ≥ 0 i przedzia l otwarty I0 ⊂ I takie, że
∅ ̸= I0 ∩ E ⊂ intEEk0 . Ponieważ każdy element zbioru intEEk0 jest jego punk-
tem skupienia, możemy za lożyć, że I0 = (x1, x2), gdzie x1, x2 ∈ intEEk0

. Weźmy
teraz dowolna̧ sk ladowa̧ spójności S zbioru I0 \ Ek0 . Niech S = (s1, s2), gdzie
x1 ≤ s1 < s2 ≤ x2 i s1, s2 ∈ Ek0 . Pokażemy, że f |S jest funkcja̧ wielomianowa̧
stopnia < k0. Możemy za lożyć, że f |S nie jest funkcja̧ zerowa̧. Niech d = deg(f |S).
Wtedy f (d)(s1) = f (d)(s2) ̸= 0. Z drugiej strony, ponieważ każdy element x zbioru
intEEk0 jest jego punktem skupienia, f (k)(x) = 0 dla k ≥ k0. W szczególności
f (k)(s1) = f (k)(s2) = 0 dla k ≥ k0. Zatem d < k0. Oznacza to, że ∅ ≠ I0 ∩E ⊂ V .
Otrzymalísmy sprzeczność z przypuszczeniem, że E ̸= ∅. �

Dowód twierdzenia 1. Za lóżmy najpierw, że G jest kula̧ otwarta̧. Z twierdzenia
Baire’a wnioskujemy, że istnieja̧ punkt x0 ∈ G i K ≥ 0 takie, że DKF ≡ 0 w
pewnym otwartym otoczeniu x0.

Niech x ∈ G. Po lóżmy f(t) = F (x0 + t(x−x0)). Oczywíscie f jest zdefiniowana
w pewnym przedziale otwartym I, [0, 1] ⊂ I oraz f ∈ C∞(I). Stosuja̧c regu lȩ
 lańcucha dostajemy
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f (k)(t0) =

n∑
i1,...,ik=1

∂kF

∂xi1 · · · ∂xik

(t0(x− x0) + x0)(x− x0)i1 · · · (x− x0)ik .

Z powyższych rozważań i lematu 1 wynika natychmiast, że f jest funkcja̧
wielomianowa̧ na I stopnia < K. Możemy za lożyć, że K > 0. Oczywíscie
f(1) = f(0) + (1/1!)f ′(0) + · · · + (1/(K − 1)!)f (K−1)(0). Zatem

F (x) − F (x0) =
∑

0<|α|<K

1

α!
(DαF )(x0)(x− x0)α.

ponieważ x by l wybrany dowolnie, F jest funkcja̧ wielomianowa̧ na G stopnia < K.
Za lóżmy teraz, że G jest dowolnym obszarem. Niech {Gj}∞j=1 bȩdzie pokryciem

otwarym obszaru G kulami. Z pierwszej czȩści dowodu wynika, że dla dowolnego j
istnieje Kj ≥ 0 takie, że F |Gj jest funkcja̧ wielomianowa̧ stopnia < Kj . Ponieważ
G jest spójny, F jest funkcja̧ wielomianowa̧ na G stopnia < minj Kj . �
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Pointwise characterization of polynomial functions

In this paper we give an affirmative answer to the following question. Let F be
a smooth function defined in a domain G ⊂ Rn. Suppose that for each x ∈ G there
exists k = k(x) such that DkF (x) = 0. Is F a polynomial function?
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