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1 Wprowadzenie

Ustalmy spdjna n-wymiarowa rozmaitos¢ rézniczkowa M. Niech TM i T*M oz-
naczaja odpowiednio wiazke styczng i kostyczna do M. Niech £ = (E, M, 7 : E —
M) bedzie wiazka wektorowg nad M. Oznaczmy symbolem I'(M, E) przestrzen
liniowa wszystkich gltadkich cie¢ wiazki & tzn. odwzorowan gladkich s : M — F
takich, ze w o s = idy,.

Przypomnijmy, ze koneksja w wiazce £ nazywamy dowolne odwzorowanie linio-
we V :T'(M, E) — T*M ® E speliajace warunek Leibnitza: V(fs) = df @ s+ fVs,
dla dowolnych s € I'(M,E) i f € C*(M). W szczegblnosci, gdy F = TM, V
nazywamy koneksja afiniczna, natomiast pare (M, V) rozmaitoscia afiniczna.

Niech (M, V) bedzie rozmaitoscig afiniczng. Koneksja V rozszerza sie (w spo-
s6b naturalny) do koneksji w kazdej wiazce tensorowej T} = (T*M)®* @ (T M)®!.
Bedziemy pisaé T* zamaist T). Ponadto T° bedziemy identyfikowé z wiazka
trywialna M x R. W szczegélnosci, gdy E = T* oraz w € I'(M,T*) wtedy
Vw € T'(M,TF1). Jezeli ¢ = (¢1,...,¢n) jest mapa na M, 9; = 9/dyp; oraz
I’fyj sa wspolezynnikami koneksji V w mapie ¢ tzn. Vg, 0; = Y 1, I’ﬁjak, wtedy
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wspolczynniki Vw w mapie ¢ dane sa wzorem
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Polézmy V¥ = Vo-.. 0V (k-razy). Poniewaz kazda funkcjg gtadka mozna identy-
fikowaé w cieciem wiazki trywialnej T, zatem V*f € I'(M,T*)

Niech P(M,V){f € C>°(M) : V¥f = 0, dla pewnego k}. Elementy P(M, V)
nazywamy funkcjami V-plaskimi. Poniewaz koneksja jest operatorem rézniczko-
wym, P(M, V) jest pierscieniem przemiennym z jedynka. Okazuje si¢ (zob. [Kz]),
ze P(M, V) posiada wlasnosci analogiczne do pierécienia wielomianéw Rlty, . .., ty].
Mianowicie: P(M,V) jest dziedzing catkowitosci, jezeli (M, g) jest zupema roz-
maitoscia riemannowska natomiast V koneksja Leviego-Civity, wtedy kazda funkcja
V-plaska i ograniczona na (M, V) jest stala, w szczegdlnosci kazda funkcja V-plaska
na zwartej rozmaitosci riemannowskiej jest stala. Ponadto zachodzi nastepujace
twierdzenie (zob. [Kz]):

Niech (M,V) bedzie spdjna, rzeczywista analityczna rozmaitodcig afiniczng
i FeC™(M). Jezeli dla dowolnego = € M istnieje k = k(z) > 0 takie, ze
(VFF)(z) = 0, wtedy F jest V-plaska i analityczna.

Zauwazmy, ze w szczegOlnym przypadku, gdy M = G jest obszarem w R" nato-
miast V jest kanoniczna koneksja afiniczna na G tzn. Fﬁyj = 0, wtedy jako kon-
sekwencje wzoru (1) dostajemy, ze dla dowolnej F' € C®(G) iz € G, (VFF)(z) =
(D¥F)(x), gdzie D oznacza rézniczke funkeji F. Zatem F € P(G,V) dokladnie
wtedy, gdy F jest funkcja wielomianowa na G. Mamy zatem nastepujace

Twierdzenie 1 Niech F € C®(G). Jezeli dla dowolnego x € G istnieje k =
k(z) > 0 takie, ze (D*F)(z) =0, to F jest funkcjg wielomianowg na G.

Twierdzenie 1 wydaje sie interesujace samo w sobie. Udowodnimy je na gruncie
elementarnej analizy. W tym celu wykorzystamy nastepujacy

Lemat 1 Niech I bedzie przedziatem otwartym w R i f € C*™(I). Jezeli dla
dowolnego © € I istnieje k = k(z) > 0 takie, ze f¥)(z) = 0, wtedy f jest funkcjg
wielomianowg na 1.

Treé¢ powyzszego lematu pojawila sie m.in. jako zadanie na jednym z kon-
kurséw matematycznych dla studentéw. Poniewaz nie znalezliémy w literaturze
miejsca w ktérym mozna odnalezé dowéd lematu 1, przedstawimy go w kolejnym
paragrafie.

2 Dowdd

Zacznijmy od wprowadzenia nastepujacej, wygodnej notacji. Jezeli x € R", = =
(x1,...,2p) 1 @ = (a1,...,0p) jest wielowskaznikiem, wtedy z* = i - zon
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la| = ag + -+ + ap oraz al = ;! «,!. Ponadto przyjmujemy, ze stopieri wielo-
mianu zerowego jest rowny —oo.

W dowodzie bedziemy korzystaé z twierdzenia Baire’a w nastepujacym sformu-
lowaniu (zob. [He] Lemma 3.1):

Niech X # () bedzie lokalnie zwarta przestrzenia Hausdorffa. Jezeli X =
UZO:O X}, gdzie zbiory X}, sa domkniete, wtedy istnieje ko takie, ze int Xy, #
0.

W szczegdlnosci twierdzenie Baire’a moze by¢ zastosowane w sytuacji, gdy X jest
domknietym podzbiorem przedziatu otwartego.

Dowdd lematu. Niech V' bedzie otwartym podzbiorem przedziatu I zdefiniowa-
nym w nastepujacy sposéb: z € V, gdy istnieje k > 0 takie, ze f*) = 0 w pewnym
otwartym otoczeniu punktu xz. Oczywiscie f jest funkcja wielomianowa na kazdej
sktadowej zbioru V. Nalezy pokazac, ze V = I.

Zauwazmy najpierw, ze V jest gestym podzbiorem I. Istotnie, niech X # ()
bedzie otwartym podzbiorem I. Dla dowolnego k > 0 zbiér X, = {z € X :
f®(z) = 0} jest domknigty w X oraz j—yXx = X. Na mocy twierdzenia
Baire’a istnieje ko takie, ze ) # intx Xy, = int; Xy, .

Przypusémy, ze E = I\ V # (). Zauwazmy, ze F jest w sobie gesty. Wynika to
z nastepujacej obserwacji: jezeli h jest funkcja gladka zdefiniowana na przedziale
otwartym J, x € J, i obciecie h do kazdej skladowej spdjnosci zbioru J \ {z}
jest funkcja wielomianowa to h jest funkcja wielomianowa na J. Dla dowolnego
k > 0 zbiér B, = {z € E : f® () = 0} jest domkniety w E, Uy, Ex = E
oraz E jest lokalnie zwarty (jako domkniety podzbiér przedzialu I) zatem na
mocy twierdzenia Baire’a istnieja kg > 0 i przedzial otwarty Iy C I takie, ze
) #£ IpNE C intgEy,. Poniewaz kazdy element zbioru intgFj, jest jego punk-
tem skupienia, mozemy zalozy¢, ze Iy = (x1,x2), gdzie 21, x9 € intgFEy,. Wezmy
teraz dowolng skladowa spdjnosci S zbioru Iy \ Ek,. Niech S = (s1,2), gdzie
21 < 51 < 82 < @9 181,82 € Ey,. Pokazemy, ze f|S jest funkcja wielomianowa
stopnia < ko. Mozemy zatozy¢, ze f|S nie jest funkcja zerowa. Niech d = deg(f|s).
Wtedy f(@(s1) = f(9(sy) # 0. Z drugiej strony, poniewaz kazdy element x zbioru
intpFy, jest jego punktem skupienia, f*)(2) = 0 dla k > kg. W szczegdlnosci
f®)(s1) = f(k)(32) =0dla k> ky. Zatem d < kg. Oznacza to, ze D A I[,NE CV.
OtrzymaliSmy sprzeczno$é z przypuszczeniem, ze E # (). O

Dowdd twierdzenia 1. Zalézmy najpierw, ze G jest kula otwarta. Z twierdzenia
Baire’a wnioskujemy, ze istnieja punkt o € G i K > 0 takie, ze DXF = 0 w
pewnym otwartym otoczeniu xg.

Niech x € G. Potézmy f(t) = F(xo+1t(x—x0)). Oczywiscie f jest zdefiniowana
w pewnym przedziale otwartym I, [0,1] C I oraz f € C°°(I). Stosujac regule
tanicucha dostajemy
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" - oFF
fO0) = D g (tolw — @) + m0)(w — )i, -+ (& = @0y
) - xil “e. 8xlk
11,00 =1
Z powyzszych rozwazan i lematu 1 wynika natychmiast, ze f jest funkcja
wielomianowa na I stopnia < K. Mozemy zalozyé, ze K > 0. Oczywiscie

F(1) = £O)+ (1/1) £ (0) + - + (1/(K — 1)) fE=D(0). Zatem
Fa)~Fao) = 3 S (DF)(ro)e — w0)".
o<|a|<K

poniewaz z byl wybrany dowolnie, F' jest funkcja wielomianowa na G stopnia < K.

Zal6zmy teraz, ze G jest dowolnym obszarem. Niech {G; };";1 bedzie pokryciem
otwarym obszaru G kulami. Z pierwszej czesci dowodu wynika, ze dla dowolnego j
istnieje K; > 0 takie, ze F|G; jest funkcja wielomianowa stopnia < K;. Poniewaz
G jest spéjny, F' jest funkcja wielomianowa na G stopnia < min; K. O
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POINTWISE CHARACTERIZATION OF POLYNOMIAL FUNCTIONS

In this paper we give an affirmative answer to the following question. Let F' be
a smooth function defined in a domain G C R™. Suppose that for each x € G there
exists k = k(z) such that D*F(z) = 0. Is F a polynomial function?

Lodz, 10 — 14 stycznia 2005 .



