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WARTOSCI KRYTYCZNE
DOWOLNEJ POCHODNEJ FUNKCJI CALKOWITEJ

MOGA BYC GESTE W C

Wojciech Koztowski (£.6dz)

Konsekwencja stynnego twierdzenia Sarda z roku 1942 (patrz [2] tw. 7.4 lub [3]
tw. 1.4.6) jest to, ze zbiér wartosci krytycznych odwzorowania holomorficznego ma
miare Lebesgue’a réwna zero. Z drugiej strony, z twierdzenia o identycznosci wyni-
ka, ze zbior wartosci krytycznych funkeji holomorficznej jednej zmiennej zespolonej
jest co najwyzej przeliczalny.

Powstaje zatem naturalne pytanie ”jak duzy” moze by¢ zbiér wartosci kry-
tycznych funkcji holomorficznej : Czy moze by¢ to zbior gesty na plaszczyznie
zespolonej? Pozytywna odpowiedz na to pytanie mozna znalezé w pracy [4].

Niniejsza praca zawiera wzmocnienie tego wyniku. Pokazany w niej zostat przy-
ktad funkcji catkowitej takiej, ze zbiér wartosci krytycznych tej funkcji i jej dowolnej
pochodnej jest gesty na plaszczyznie zespolonej.

TWwIERDZENIE 1. Istnieje funkcja catkowita, o tej wlasnosci, ze zbidr jej wartosci
krytycznych, oraz zbior wartosci krytycznych jej dowolnej pochodnej jest gesty na
plaszczyznie zespolonej.

Dowo6p. Niech {w,}52; bedzie zbiorem gestym w C.
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Poniewaz dla dowolnego n € N zbiér K, U B, U ... U B,, ,, jest zwarty i nie
rozcina plaszczyzny, zatem, na mocy twierdzenia Rungego, istnieje wielomian P,,
taki ze
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Whprost z powyzszego, i okreélenia zbiorow K,, n € N, wynika natychmiast, ze

funkcja
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n=1

jest caltkowita.
Poniewaz B, C K,,, dla dowolnych m > n > k, zatem dla kazdego z € B, 1,
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Ustalmy k£ = 1,2,..., i niech n > k. Wtedy na mocy wzoru calkowego Cau-
chy’ego i twierdzenia o rézniczkowaniu calki wzgledem parametru (zastosowanego
k razy) otrzymujemy dla dowolnego z € D,, j nastgpujace oszacowanie
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Podobnie pokazujemy, ze dla dowolnego z € D, j,
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Ostatecznie dla dowolnego z € 9D, ; zachodzi nieréwnoéé | £ (z) —Q;k,)f(zﬂ <

|Qflk;€(z)| Stad i twierdzenia Rouchégo wynika natychmiast, ze funkcja f*) ma w
zbiorze Int D,, ;, dokladnie jeden pierwiastek. Oznaczmy go symbolem z,, j.
Mamy
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Poniewaz zbidr {w,}52, \ {w1,...,wi} jest gesty na plaszczyznie zespolonej,
zatem zbiér {f*=1 (2, 1) }52, jest gesty w C.
To konczy dowdd. O

Uwaga. Wykorzystujac twierdzenie o mozliwoéci wyczerpania podzbioru otwar-
tego plaszczyzny zespolonej zbiorami zwartymi (patrz [1] lemat 46.1) mozna udo-
wodnié¢ nastepujace

TWwIERDZENIE 2. Dla dowolnego podzbioru otwartego C, istnieje okreslona na nim
funkcja holomorficzna taka, Ze zbidr jej wartosSci krytycznych i zbiér wartosci kry-
tycznych jej dowolnej pochodnej jest gesty w C.

Niech dalej a bedzie dwuwskaznikiem. Korzystajac z twierdzenia 1. oraz réwnan
Cauchy’ego-Riemanna otrzymujemy tatwo nastepujacy

WNIOSEK 1. Istnieje funkcja harmoniczna u : R? — R taka, Ze dla dowolnego o
zbior wartosc krytycznych funkcji u, = D%u jest gesty w R.
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Zalézmy, ze f jest funkcja caltkowity spelniajaca teze twierdzenia 1. Okreslmy
odwzorowanie F' : C"* — CF k < n, wzorem F(z1,...,2,) = (f(z1),--., f(z1))-
Whprost z przyjetych oznaczen i twierdzenia 1. otrzymujemy nastepujacy

WNIOSEK 2. Zbidr wartosci krytycznych odwzorowania F jest gesty w CF.

Critical values of any derivative of an entire function
can be dense in C

The famous Sard’s Theorem implies that the set of critical values of any holo-
morphic map is of measure zero. On the other hand, the set of critical values of
a holomorphic function defined in an open subset of C is finite or countable, so
a natural question is: Can the set of critical values of a holomorphic function be
dense in C?

The aim of this paper is to give an affirmative answer to that question. We are
able to do more, namely, to construct an entire function, which set of critical values
and the sets of critical values of its derivatives are all dense in C.

Chcialbym podziekowaé¢ panu Stanistawowi Spodziei za Jego pomoc, bez ktorej
ta praca by nie powstala.
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