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Wtasnos¢ Markowa

N
N

Méwimy, ze zwarty podzbiér E przestrzeni CN ma wfasnos¢ Markowa
z wyktadnikiem m jesli istnieje taka stata M > 0, ze dla kazdego
wielomianu P € C[z],

lgrad P||e < M(deg P)™||P||e,
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gdzie grad P = <8X1 "’Bx ) lgrad P| = (Zl i|-|le jest
J:

norma supremum na zbiorze E. W skrécie zapisujemy E € My(m, M).
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Woyktadnik Markowa

Wyktadnikiem Markowa zbioru zwartego E C CN nazywamy
m(E)=inf{m>0 : IM >0 E € My(m, M)}

Jedli E nie ma wtasnosci Markowa to przyjmujemy m(E) = oo.
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Woyktadnik Markowa

Wyktadnikiem Markowa zbioru zwartego E C CN nazywamy
m(E)=inf{m>0 : IM >0 E € My(m, M)}

Jedli E nie ma wtasnosci Markowa to przyjmujemy m(E) = oo.

Q Jedli EC RN, to m(E) > 2.
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m(E)=inf{m>0 : IM >0 E € My(m, M)}

Jedli E nie ma wtasnosci Markowa to przyjmujemy m(E) = oo.

Q Jedli EC RN, to m(E) > 2.

@ Jedli E jest ttustym, wypuktym, zwartym podzbiorem RV, to
m(E) =2,
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Woyktadnik Markowa

Wyktadnikiem Markowa zbioru zwartego E C CN nazywamy
m(E)=inf{m>0 : IM >0 E € My(m, M)}

Jedli E nie ma wtasnosci Markowa to przyjmujemy m(E) = oo.

Q Jedli EC RN, to m(E) > 2.

@ Jedli E jest ttustym, wypuktym, zwartym podzbiorem RV, to
m(E) =2,

© Niech

E={(x,y)eR? : 0<x<1, 0<y<exp(-1)}u{(0,0)}.
Wtedy m(E) = oo (M. Zerner 1969).
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o Let E,={(x,y)€R? : 0<x<1, 0<y<xP}, gdziep>1.
Wtedy m(E,) = 2p (P. Goetgheluck 1980).
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Let £, = {(x,y) €R? : 0<x<1, 0<y<xP},gdziep>1.
Wtedy m(E,) = 2p (P. Goetgheluck 1980).

Jesli E C CN (lub RY) z N > 2, to whasnoé¢ Markowa nie musi by¢
spetniona z m(E) (M. Baran, L. Biatas-Ciez, B. Miléwka 2013). Dla

przyktadu
B={(xy)eR® : X[ <1, |y|<e(l-x}
gdzie o(t) = t (1+1In 1) ™", £ €[0,1]. Zbiér B ma whasnosé

Markowa i m(B) = 2, ale zbiér B nie ma wtasnosci Markowa z
wyktadnikiem 2.
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Twierdzenie (Pawtucki-Plesniak 1986, Plesniak 1990)

Jesli zbiér E C RN jest C> determinujacy (co oznacza, ze dla kazdego
f € C°(RN) zachodzi implikacja f|g = 0 = Vo € Z D“f|g = 0) to
nastepujace warunki s3 rbwnowazne

(i) zbiér E ma wtasno$¢ Markowa;

ii) zbiér E spetnia warunek (warunek Plesniaka): istnieja takie dodatnie
q
state M’ i r, ze dla kazdego wielomianu p stopnia co najwyzej k,
Ip(x)] < M'|lplle  gdy dist(x, E) < 4

(iii) Twierdzenie Bernsteina dla zbioru E.
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Twierdzenie (Pawtucki-Plesniak 1986, Plesniak 1990)

Jesli zbiér E C RN jest C> determinujacy (co oznacza, ze dla kazdego
f € C>°(RN) zachodzi implikacja f|lg = 0 = Va € Z D*f|g =0) to
nastepujace warunki s3 rbwnowazne

(i) zbiér E ma wtasno$¢ Markowa;

ii) zbiér E spetnia warunek (warunek Plesniaka): istnieja takie dodatnie
q
state M’ i r, ze dla kazdego wielomianu p stopnia co najwyzej k,
Ip(x)] < M'|lplle  gdy dist(x, E) < 4

(iii) Twierdzenie Bernsteina dla zbioru E.

Twierdzenie (W. Plesniak 1990)

Jesli zbiér E ma wtasnos¢ Markowa, to zbidr E jest C°° determinujacy.
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Zbiory algebraiczne nie s3 C*° determinujace, wiec nie maja wtasnosci
Markowa.

Oznaczenia:
Dla Ec RN

@ P(E)y={f:E—TR : f=P|g dla pewnego P € R[xy,...,xn]}
o deg, f =inf{degP : PE€R[xy,...,xn] i f =P|e}
® P (E)={f €P(E): deg,f < k}
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Zbiory algebraiczne nie s3 C*° determinujace, wiec nie maja wtasnosci
Markowa.

Oznaczenia:
Dla Ec RN

@ P(E)y={f:E—TR : f=P|g dla pewnego P € R[xy,...,xn]}
o deg, f =inf{degP : PE€R[xy,...,xn] i f =P|e}
® P (E)={f €P(E): deg,f < k}

Niech E bedzie zbiorem zwartym w RV,
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Definicja

Zbiér E ma silng uogdlniong wtasnos¢ Markowa (M) jesli:
(a) istnieja takie odwzorowanie liniowe A : P(E) — R[xi, ..., xn] i stata
b>1, ze N(f)|g =f, deg \(f) < bdeg, f;

(b) istnieja takie state My, m; > 0, ze dla kazdego f € P(E),

ID*A(F)llg < My(deg A(F)) 1™ |Iflle, o € ZY.
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Definicja

Zbiér E ma silng uogdlniong wtasnos¢ Markowa (M) jesli:

(a) istnieja takie odwzorowanie liniowe A : P(E) — R[xi, ..., xn] i stata
b>1, ze N(f)|e = f, deg A(f) < bdeg, f;

(b) istnieja takie state My, m; > 0, ze dla kazdego f € P(E),

ID*A(F)llg < My(deg A(F)) 1™ |Iflle, o € ZY.

Definicja (Calvi Levenberg 2008, Calvi Biatas-Ciez 2012)

Méwimy, ze ciag zbioréw A,, n € N jest stabo dopuszczalng siecig dla
zbioru zwartego E C RN jedli

© kazdy A, jest skoniczonym podzbiorem E.

@ istnieje ciag (M,) o wzroscie wielomianowym (tzn.

lim,_ I\/I,%/" = 1), ze dla kazdego wielomianu p stopnia co

najwyzej n, ||plle < Ma|plla,-

W przypadku, gdy ciag (M,) jest ograniczony, to méwimy, ze (A,) jest
sieciag dopuszczalng dla zbioru E.
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Twierdzenie (T. Beberok, AK 2015)

Jedli E C RN ma silng uogdlniong wiasnoéé Markowa (M) z
wyktadnikiem m, to istnieje sie¢ dopuszczalna (Ag) dla zbioru E i
H#A, = O(k'"N).
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Twierdzenie (T. Beberok, AK 2015)

Jedli E C RN ma silng uogdlniong wiasnoéé Markowa (M) z
wyktadnikiem m, to istnieje sie¢ dopuszczalna (Ag) dla zbioru E i
H#A, = O(k'"N).

| A

Definicja

Zbiér E spetnia uogdlniony warunek Plesniaka (P7) (dla pewnego o > 0)
jesli zachodzi (a) i
(c) istnieja takie state myp, My, M3 > 0, ze

IA(F)

E. < MQkUHfHE, dla f € Pk(E), € < M3k7m2, k € Np.
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Twierdzenie (T. Beberok, AK 2015)

Jedli E C RN ma silna uogdlniong wtasnoéé Markowa (M) z
wyktadnikiem m, to istnieje sie¢ dopuszczalna (Ax) dla zbioru E i

#A, = O(k™N).

Zbiér E spetnia uogdlniony warunek Plesniaka (P7) (dla pewnego o > 0)

jesli zachodzi (a) i
(c) istnieja takie state myp, My, M3 > 0, ze

IA(F)

E. < MQkUHfHE, dla f € Pk(E), € < M3k7m2, k € Np.

Twierdzenie (M.Baran, AK 2014)
(Ps) & (M3).
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Problemy:

@ Czy wystarczy w definicji uogdlnionej wtasnosci Markowa
oszacowanie dla pochodnych czastkowych, zeby zachodzit
uogdlniony warunek Ple$niaka i istniata sie¢ dopuszczalna?

@ Czy wystarczy styczna nierébwnos¢ Markowa?

Styczna nieréwno$¢ Markowa

Zbiér zwarty K C RN spetnia styczng nieréwnos¢ Markowa z
wyktadnikiem / jesli istnieje taka dodatnia stata M zalezna tylko od K ze
dla kazdego wielomianu p € R[xy, ..., xn]

ID7pllk < M(deg p)'||pllk,

gdzie D p oznacza pochodna w kierunku wektora jednostkowego ze
stozka stycznego i ||p|lx = sup |p|(K).
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Przyktad (L. P. Bos, N. Levenberg, P. Milman, B. A. Taylor 1995)

Niech 7, krzywa zdefiniowana wzorem y = x", 0 < x < 1, gdzie r e R i
r > 1. Wtedy

Q jesli r = %, gdzie g > p, p, g dodatnie naturalne, to 7, spetnia
styczna nieréwnosé z optymalnym wyktadnikiem 2p;

@ jesli r niewymierne ~y, nie spetnia stycznej nieréwnosci Markowa.
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Lemat

Niech K bedzie tukiem algebraicznym (semialgebraicznym), ktéry ma
analityczng parametryzacje

O(t) = (a(t), - - en(t))
w otoczeniu | = [—1,1] takie ze w otoczeniu 0 (0 jest jedynym punktem
osobliwym) ©;(t) = ajo + Z aipt" | agp = 1. Zatézmy, ze istnieje
Jje{1,...,N}, ze dla kazdego P e R[xi,...,xn], |DrP(0)| = |6X P(0)|.

Wtedy K spe’mla styczna nieréwnos$¢ Markowa z optymalnym
wyktadnikiem 2.

v

Przyktad

K, = {(t?,t7) : t € [-1,1] i g > 2 nieparzysta}.

spetniaja styczng nieréwnos¢ Markowa z optymalnym wyktadnikiem 2.
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Dziekuje za uwage!
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A. Kowalska (UP) i dopuszczalne i wtasno§é Markowa




A subset E ¢ RV is UPC if there exist constants M >0, m>1,d e N

and a function h : E x [0,1] — E such that for every x € E,
h(x,1) = x, h(x,-) is a polynomial of degree < d and

dist(h(x, t), RN\ E) > M(1 — t)™ dla (x,t) € E x [0, 1].
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A. Kowalska (UP) i dopuszczalne i wtasno§é Markowa




A subset of RV is semialgebraic if it is the union of finitely many subsets
of the form

{xeRN : P(x)=0AQi(x) >0A...AQ(x) >0},

where | € Nand P, Q,...,Q; € R[Xy,..., Xn].
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Theorem (M. Baran, W. Plesniak 1997)

Let K be a compact curve in RN with an analytic parametrization {¢;}
(with parameters r and «). Then the following conditions are equivalent:

(i) K is semialgebraic;

(i) There exist positive constants M; and dp such that
Vi (6;(C)) < Myd if dist(C,1) <6 <60, j=1,...,r;

(iii) K has property P: there exist positive constants M, and C such
that for each j=1,...,rand p € C[z, ..., zn],

Ip((O)| < Ma|lpllk if dist(¢, 1) < C/degp;

(iv) K admits a Bernstein type inequality: there exists positive constant
Ms such that for each j=1,...,r and p € Clz, ..., zn],

[(po¢) (t)] < Ms(degp)llpllx, tel.
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