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Twierdzenie (Pappus, IV wiek)

Niech {A, B, C} oraz {D, E, F} beda zbiorami wspétliniowych i
parami réznych punktéw na ptaszczyznie rzutowej. Wéwczas
punkty przeciecia X, Y, Z par prostych AF oraz BE, AG oraz CE,
BG oraz CF sa wspétliniowe.
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Pytanie (Sylvester)

Czy istnieje taka konfiguracja prostych na ptaszczyznie rzutowej, ze
przez kazdy punkt przeciecia dwoch prostych, przechodzi trzecia
prosta?
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Pytanie (Sylvester)

Czy istnieje taka konfiguracja prostych na ptaszczyznie rzutowej, ze
przez kazdy punkt przeciecia dwoch prostych, przechodzi trzecia
prosta?

Uwaga

Taka sytuacja zachodzi dla trzech prostych w jednym peku.
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Twierdzenie (Sylvester - Gallai, 1945)

Rozwazmy s > 1 prostych na rzeczywistej ptaszczyznie rzutowey.

Woéwczas prawdziwy jest dokfadnie jeden z wymienionych
warunkoéw:

(1) wszystkie proste przechodza przez 1 punkt (sa wspotpekowe);
(2) istnieje punkt, przez ktéry przechodza dokfadnie dwie proste.

4
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Woéwczas prawdziwy jest dokfadnie jeden z wymienionych
warunkoéw:

(1) wszystkie proste przechodza przez 1 punkt (sa wspotpekowe);
(2) istnieje punkt, przez ktéry przechodza dokfadnie dwie proste.

4

lle jest takich punktéw, przez ktore przechodza dokfadnie dwie
proste?
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Twierdzenie (Green - Tao, 2013)

Przypusémy, ze L jest zbiorem s niewspétpekowych prostych na
rzeczywistej pfaszczyznie rzutowej. Dla s odpowiednio duzego
istnieje co najmniej 5 punktéw, w ktdrych przecinaja sie dokfadnie
dwie proste.
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Twierdzenie (Green - Tao, 2013)

Przypusémy, ze L jest zbiorem s niewspétpekowych prostych na
rzeczywistej ptaszczyznie rzutowej. Dla s odpowiednio duzego
istnieje co najmniej 3 punktéw, w ktdrych przecinaja sig dokfadnie
dwie proste.

| \

Pytanie

Na ile istotne jest zatozenie, ze rozwazana jest ptaszczyzna
rzeczywista?
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Konfiguracja dualna do konfiguracji Hessego na zespolonej

ptaszczyznie rzutowe]

Na mocy twierdzenia Sylvestera-Gallai, konfiguracja ta nie moze
by¢ zrealizowana nad ciatem liczb rzeczywistych — przez kazdy z 12
punktéw przechodza 3 proste.
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Ideaty punktow

Niech P = (p : q : r) bedzie punktem na ptaszczyznie rzutowej.
Wtedy ideat jednorodny

I(P) = (py — gx,pz — rx,qz — ry) C K[x,y,Zz]

zawiera wszystkie wielomiany znikajace w punkcie P.
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Ideaty punktow

Niech P = (p : q : r) bedzie punktem na ptaszczyznie rzutowej.
Wtedy ideat jednorodny

I(P) = (py — gx,pz — rx,qz — ry) C K[x,y,Zz]

zawiera wszystkie wielomiany znikajace w punkcie P.

Lemat
Dla ukfadu punktéw P, ..., Py ideat

| A

/:I(Pl)ﬂ...ﬂl(Pk)

zawiera wszystkie wielomiany znikajace w kazdym z punktéw
Pi,..., Py
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Potega symboliczna i problem zawierania

Niech m bedzie liczba naturalng i niech Py, ..., Py bedzie zbiorem
punktéw. Zbiér wszystkich wielomianéw znikajacych w kazdym z
punktéw Pq,..., Px do rzedu m tworzy ideat, ktéry oznaczamy
1M § hazywamy m-t3 potega symboliczng ideatu

| = I(Pl) N...N I(Pk)
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Potega symboliczna i problem zawierania

Niech m bedzie liczba naturalng i niech Py, ..., Py bedzie zbiorem
punktéw. Zbiér wszystkich wielomianéw znikajacych w kazdym z
punktéw Pq,..., Px do rzedu m tworzy ideat, ktéry oznaczamy
1M § hazywamy m-t3 potega symboliczng ideatu
| = I(Pl) N...N I(Pk)
Mamy

1M = 1(PY™ (.. (P)™.

Problem

Dla ideatow | punktéw na ptaszczyZnie rzutowej wyznaczyé
wszystkie m i r takie, ze

[(m -y

Jakub Kabat Wokét Konfiguracji Boroczky'ego



Twierdzenie (Ein-Lazarsfeld-Smith; Hochster-Huneke, 2000)

Zawieranie

zachodzi dla wszystkich
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Twierdzenie (Ein-Lazarsfeld-Smith; Hochster-Huneke, 2000)

Zawieranie

zachodzi dla wszystkich

Uwaga

| A\

Dla r=1 mamy z twierdzenia I® c |1 = |.
Ale réwniez I0) c | (bo IV) =1).
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Twierdzenie (Ein-Lazarsfeld-Smith; Hochster-Huneke, 2000)

Zawieranie

zachodzi dla wszystkich

Dla r=1 mamy z twierdzenia I®® c |1 = |.
Ale réwniez IV) c | (bo 1Y) =1).

A\

Pytanie (Huneke 2000)

Dla r=2 mamy z twierdzenia 1) c [2.
Czy zachodzi zawieranie

16) 122

A\
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Twierdzenie (Dumnicki, Szemberg, Tutaj - Gasinska, 2013)

Niech | bedzie ideatem punktéw przeciecia w konfiguracji dualnej

do konfiguracji Hessego.

Wtedy 1) ¢ I2.
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Dalsze pytania

Czy istnieja inne przyktady niezawierania ?
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Dalsze pytania

Czy istnieja inne przyktady niezawierania ?

Czy istnieja przykfady niezawierania nad innymi (niz C) ciatami ?

Jakub Kabat Wokét Konfiguracji Boroczky'ego



Kontrprzyktad nad R

Twierdzenie

Niech | bedzie ideatem 19 punktéw, przez ktére przechodza po 3
proste w konfiguracji Boroczky'ego Bio.

WLl

Woéwczas 13) ¢ 2.

Czapliniski et al. A counterexample to the containment 1) C |2
over the reals. Advances in Geometry vol. 16(1): 77 - 82 (2016).
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Przykfad niezawierania nad Q

W oparciu o konfiguracje Boroczky'ego dwunastu prostych mozna
skonstruowa¢ wymierny przyktad niezawierania

18) ¢ 2.

Gtéwnym narzedziem wykorzystanym w dowodzie jest tzw.
przestrzen parametréw konfiguracji.

M. Lampa-Baczynska & J. Szpond: From Pappus Theorem to
parameter spaces of some extremal line point configurations and
applications. Geom Dedicata 188: 103 - 121 (2017).
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Kombinatoryka spotyka sie z geometrig i algebra

Uogdlnienia
J. Bokowski & P. Pokora, On the Sylvester-Gallai and the orchard
problem for pseudoline arrangements. Periodica Math. Hungarica.
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Czy istnieje nieizomorficzna z konfiguracja Bjo konfiguracja 12
prostych z 19 punktami potréjnymi i 9 punktami podwdjnymi?
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Pytanie
Czy istnieje nieizomorficzna z konfiguracja Bio konfiguracja 12
prostych z 19 punktami potréjnymi i 9 punktami podwdjnymi?

Problem ten jest czysto kombinatoryczny, sprowadza sie do
zbadania wektorowych matroidéw rangi 3 sktadajacych sie z 12
wektoréw spetfniajacych pewne dodatkowe zatozenia.
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Pytanie
Czy istnieje nieizomorficzna z konfiguracja Bio konfiguracja 12
prostych z 19 punktami potréjnymi i 9 punktami podwdjnymi?

Problem ten jest czysto kombinatoryczny, sprowadza sie do
zbadania wektorowych matroidéw rangi 3 sktadajacych sie z 12
wektoréw spetfniajacych pewne dodatkowe zatozenia.

Realizowalne wektorowe matroidy rangi 3 majg piekna interpretacje
geometryczng, tj. zadaja konfiguracje pseudoprostych w
rzeczywistej ptaszczyznie rzutowe;.
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Konfiguracja 12 pseudoprostych posiadajaca 19 punktéw
potréjnych i 9 punktéw podwdjnych. J
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Twierdzenie

Istnieje doktadnie 13 parami nieizomorficznych konfiguracji 12
pseudoprostych posiadajacych 19 punktéw potréjnych i 9 punktéw
podwodjnych. Doktfadnie 3 z wymienionych 13 mozna zrealizowaé
jako rzeczywiste konfiguracje prostych, jedna z tych konfiguracji to
przyktad Boroczky'ego.
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Twierdzenie

Niech A bedzie konfiguracja prostych zawierajaca jedynie
podwdjne oraz potrdjne punkty przeciec¢. Wowczas jesli A jest
konfiguracja wolna, to 3 < |A| < 9.

Za wyjatkiem n = 4,5, 6, konfiguracje Béréczky'ego n prostych nie
sa konfiguraciami wolnymi.
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Dziekuje za uwage !
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