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Definicje i oznaczenia

pierscien — pierscien przemienny z jedynka
dziedzina — pierscien bez dzielnikdéw zera
Ry — ciato utamkéw dziedziny R

R* — zbiér elementéw odwracalnych w R
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Definicje i oznaczenia

Irr R — zbior elementéw nierozktadalnych w R
Sqf R — zbiér elementéw bezkwadratowych w R

Element nazywamy bezkwadratowym, jesli nie moze
by¢ przedstawiony w postaci a’b, gdzie a jest nieodwa-
racalny.
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Motywacja

k — ciato char. zero
Ay fm € K[xt, ...y x], me{l,...,n}

Uogdlnienie hipotezy jakobianowej

Jesli NWD (jac)gl,l’;;jj%m, I1<p<...<Jm< n) =1, to
k[fi, ..., fm] jest pierscieniem statych pewnego k-réz-
niczkowania algebry k[xi, ..., x,] (tzn. jest algebraicz-
nie domkniete w k[xq, ..., x,]).

PJ, J. Zielinski, Analogs of Jacobian conditions for subrings, arXiv:
1601.01508
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Motywacja

k — ciato char. zero
fi,.ooyfm € k[x1, ..., x,], alg. niezal. nad k
A=Kk[x,....,xn], R=KkK[A,..., In]

Twierdzenie

Warunki réwnowazne:
(i) NWD (jachfr  1<ji<...<jm<n) =1

J17""Xj'777

(i) lrr R C Sqf A,
(i) Sqgf R C Sqf A.
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Motywacja

PJ, A characterization of Keller maps, J. Pure Appl. Algebra 217
(2013), 165-171

M. de Bondt, D. Yan, Irreducibility properties of Keller maps, arXiv:
1304.0634.
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Motywacja

A — dziedzina z jedn. rozktadu
R — podpierscien A, takize R* = A*, RRNA=R

Twierdzenie

Warunki réwnowazne:
(i) Saf R C Sqf A,

(i) dlax € A y € Sqf A, jesli x2y € R\ {0}, to
X,y € R.

PJ, J. Zielinski, Analogs of Jacobian conditions for subrings, arXiv:
1601.01508
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Motywacja

A — dziedzina z jedn. rozktadu
R — podpierscien A, takize R* = A", RRNA=R

Twierdzenie
Jesli Sqf R C Sqgf A, to R jest pierwiastkowo domknie-
ty w A.

R nazywamy pierwiastkowo domknietym w A, jesli dla
acA n=>23a"eR=acR.

PJ, J. Zielinski, Analogs of Jacobian conditions for subrings, arXiv:
1601.01508
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Motywacja

A — dziedzina z jedn. rozktadu
R — podpierscien A, taki ze R* = A*

Warunki réwnowazne:
(i) IrrR C lrr A,
(ii) R jest faktorialnie domkniety w A.

R nazywamy faktorialnie domknietym w A, jesli dla
x,y €A xy € R\ {0} = x,y € R.
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Motywacja

Pytanie
Czy warunek Sgf R C Sqf A w przypadku charaktery-

styki zero zawsze implikuje algebraiczng domknietosc¢
Rw A?

Odpowiedz (H. Brenner): nie.
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Motywacja

Kiedy podpierscien R spetniajacy warunek
lrr R C Sqf A lub Sqf R C Sqf A

jest algebraicznie domkniety w A?
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1. Zbadanie zaleznosci miedzy wtasnosciami
lrrR C Sqf A i Sqf R C Sqf A

oraz innymi podobnymi.

O pewnych faktorialnych wtasnosciach podpierscieni ,Geometria Analityczna i Algebraiczna”, £6dz 2016 r.



Woprowadzenie i motywacje Definicje i oznaczenia
Motywacja
Cele

2. Zbadanie warunkoéw faktorialnosci zwigzanych z po-
wyzszymi witasnosciami, w tym warunku

Vx€eA yeSqfA x*y e R\ {0} =x,yeR

I podobnych.
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Klasy dziedzin

PID (principal ideal domains) — ideatéw gtéwnych

UFD (unique factorization domains) — z jednoznacz-
noscia rozktadu

FD (factorization domains) — z rozktadem:

Vae A\{0}, dq1,...,q. €lrA, a=q1...q,.

PID CUFD C FD

P. Clark, Factorization in integral domains
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Klasy dziedzin

BFD (bounded factorization domains) — z ograniczo-
nym rozktadem: dla a € A istnieje N(a) € N, ze

a=q..-q, q1,---,q €Elr A = r < N(a).
Warunek réwnowazny:

a:bl...b,, by .. bER\R*il’ N(a)

PID CUFD C BFD C FD
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Klasy dziedzin

ACCP (Ascending Chain Condition for Principal ide-
als) — stabilizacja rosnacych ciggéw ideatéw gtéwnych:

(al) C (82) C (33) C...= EIN(aN) = (aNH) =...

Réwnowaznie: nie istnieje nieskonczony ciag ai, ap, as,
... € A, taki ze

(a) G (22) G () & -
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Klasy dziedzin

tzn. nie istnieje nieskonczony ciag by, by, bz, -+ € A\
A* taki ze

dp = blaz = b1b233 = b1b2b3a4 = ...

PID CUFD C BFD c ACCP C FD
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Klasy dziedzin

GCD (greatest common divisor) —z NWD:

Va,b e A\ {0} 3d € A\ {0} d | a,d | b,
Vee A\{0}cla,c|b=c|d

PID CUFD C GCD
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Klasy dziedzin

ELD (Euclid Lemma domains) — lemat Euklidesa:
VeelrAVa,be A(clab=c|aVc|b)

— kazdy element nierozktadalny jest pierwszy.
Prime A — zbiér elementéw pierwszych
Prime A C lrr A w dowolnej dziedzinie A
PrimeA=IrAs Ac ELD

PID CUFD C GCD C ELD
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Klasy dziedzin

PID CUFD cC BFD c ACCP C FD

PID CUFD C GCD C ELD

FDNELD =UFD

PID C NOETHER C ACCP

P. Clark, Factorization in integral domains
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Rozktady bezkwadratowe

(1)Vac A 3be A ceSaf A, a= b’
(2) Vae A\ {0} Jc,...,c, € Sqf A

_on on-1 2
a = Cn Cn—l C1CO

(1'), (2') = (1), (2) z jednoznacznoscig z doktadnoscia
do stowarzyszenia

A€ ACCP = (2) = (1)
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Warunki dotyczace podpierscieni Wernid felserlne

lrr R C Sqf Ai Sqf R C Sqf A

A — dowolna dziedzina, R C A

IrrRClrrA = PrimeR ClrrA < Prime R C Prime A <= Vcspec RAl € Spec A

U J J I3
Irr R C Sqf A = Prime R C Sqf A <= Prime R C Rdel A <= V/cspec Al € Rdid A
f f f f

Sqf R C Sqf A= RdelR € Sqf A <« RdelR C Rdel A < VcrdiarAl € Rdid A

PJ, L. Matysiak, J. Zielinski, On some factorial properties of subrings, w

przygotowaniu
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Warunki dotyczace podpierscieni Wernid felserlne

lrr R C Sqf Ai Sqf R C Sqf A

A — dziedzina, Prime A= 1IrrA, RdelA=SqfA, RC A

rrRClIrrA = PrimeR ClrrA < VespecrRAl € Spec A

\ \ U
IrRCSqf A = PrimeR C Sqf A < Vjcspec RAl € Rdid A
f f f

Squ C Squ = RdelR C Squ < Vierdid RAl € Rdid A
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Warunki dotyczace podpierscieni Wernid felserlne

lrr R C Sqf Ai Sqf R C Sqf A
A — dziedzina, Prime A =Irr A, Rdel A = Sqf A,
R CA, PrimeR=1IrrR, RdelR=Sqf R

lrR ClrrA < ViespecrRAl € Spec A

Y J
lrRCSqf A < ViespecrAl € Rdid A

) )
Sqf R C Squ <~ V/eRdid rAl € Rdid A
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Warunki faktorialne

A — dziedzina z jedn. rozktadu
R — podpierscien A, taki ze R* = A*

Warunki réwnowazne:

(i) Vx e A, y €Sqf A, x°y €e R\ {0} = x,y € R

(i) Vsp,...sp € SqfA, s ...sisg € R =
Sg,---Sp € R

(i) Vai,...qn €Irr A, Yke, ... k, €N, qfl...q,lj" €
R:>‘v’iqf{...q,c,’i'€ R, gdzie kj:c{2r+...+cé2o
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Przyktad

3i%q3q5 € R
10=1-2240-224+1-2140.20
3=0-224+40-2241.2141.20
7=0-2241-2241-2141.20

i=0: g =qpg R
i=1 q1¢q = q1g2q3 € R
=2 9099} = g3 € R
i=3 g3 =qeRr
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Warunki faktorialne

A — dziedzina z jedn. rozktadu

R — podpierscien A, taki ze R* = A*

Warunki réwnowazne:

(i) Vx,y € A, NWD(x,y) =1, xy € R\ {0} =
x,y €R

(i) Vagi,...qn € Irr A, Yk, ...k, € N, qfl...q,f" €
R:>qf1,...,q,/§"€R
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Warunki faktorialne

A — dziedzina z jedn. rozktadu
R — podpierscien A, taki ze R* = A*

Warunki réwnowazne:

(i) Vx,y € A, xye R\ {0} =x,yeR

(i) Vx,y € ANWD(x,y) =1, Vk > 1, (xky €
R\ {0} = x,y € R)

(i) Vai,...qn €Irr A, Vky, ...k, € N, qfl ..gk e
R=aq,....9, € R
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Warunki faktorialne

A — dziedzina z jedn. rozktadu
R — podpierscien A, taki ze R* = A*

Warunki réwnowazne:
(i) ¥x,y € ANWD(x,y) = 1, Yk > 1, (x‘y €
R\ {0} = x,y € R)
(i) Vqi,...9, € IrA, Vki,...k, € Njr < n
... g1 g0 € R = 1,0, Gr Grr1 .- Gn
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Warunki faktorialne

A — dziedzina, R — podpierscien A

Warunki réwnowazne:

(i) Vx,y € A, xy e R\ {0} = x,y €R

(i) Vx,y €A xy € R\ {0} = x,y € R

(i) Vx,y € A, x3y e R\ {0} = x,y € R

(iv) Vx,y € A, (x*y € R\ {0} v x3y € R\ {0}) =
X,y €R

(V) Vx,y € AVk >1(xfy € R\ {0} = x,y € R)
(Vi) ¥x,y € AVk>1(xky € R\ {0} = x,y € R)
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Warunki faktorialne

A — dziedzina, R — podpierscien A

Warunki réwnowazne:

(i) Vx,y €A, xy,x’y € R\ {0} = x,y € R

(i) Vx,y € A, x%y,x3y € R\ {0} = x,y € R

(i) Vx,y € A(Vk > 1xky € R\ {0}) = x,y € R)
(

(

iv) Vx,y € A(Vk>1xky e R\ {0} = x,y € R)
v) Vx,y €A (BkoVk > kg xKy € R\{0}) = x,y €R)

PJ, £. Matysiak, J. Zielinski, On some factorial properties of subrings,

w przygotowaniu
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Warunki dotyczace podpierscieni

Dziekuje bardzo za uwage!
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