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Roézniczkowanie i jego pierscien statych

Przez pierscien rozumiemy pierscien przemienny z jedynka, dziedzing
nazywamy pierscieri przemienny z jedynka bez dzielnikéw zera. Jesli
R jest dziedzing, to przez Ry oznaczamy jej ciato utamkéw.

Niech A bedzie pierscieniem. Odwzorowanie addytywne d: A — A
spetniajace warunek d(fg) = d(f)g + fd(g) dla f, g € A nazywamy
rézniczkowaniem pierscienia A.

Zbior A = {f € A; d(f) = 0} nazywamy pierécieniem statych
rozniczkowania d, jest to podpierscien pierscienia A.

Jesli A jest algebra nad ciatem k, to r6zniczkowanie k-liniowe d: A —
A nazywamy k-rézniczkowaniem. Wéwczas A9 jest k-podalgebra al-
gebry A.
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Rézniczkowanie algebry wielomianéw

Jesli d jest k-r6zniczkowaniem algebry wielomianéw k[xi, ..., x,] nad
ciatem k, to

of of

d(f) = 5 d0a) + o+ 5 - d(x)

dla kazdego f € k[x1,...,xn].

Z drugiej strony, dla dowolnych wielomianéw gi,...,8, €
k[x1,...,xn] istnieje doktadnie jedno k-rézniczkowanie algebry
k[x1,...,xn], takie ze d(x1) = g1, ..., d(xn) = gn, jest ono okre-
$lone wzorem

of of
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Charakteryzacja pierscieni statych

Twierdzenie (Nowicki, 1994)

Niech A bedzie skonczenie generowana k-dziedzing, gdzie k jest cia-
tem charakterystyki zero. Niech R bedzie k-podalgebra algebry A.
Nastepujace warunki sa réwnowazne:

(i) R jest pierscieniem statych pewnego k-rézniczkowania algebry A,

(i) R jest catkowicie domkniete w Ai RpNA = R.

Warunek réwnowazny dodany przez Daigla:

(iii) R jest algebraicznie domkniete w A.
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Charakteryzacja pierscieni statych

Warunek Ry N A = R jest réwnowazny temu, ze R = LN A dla
pewnego podciata L ciata Ag.

Definicja

Podpierscien R pierscienia A nazywamy algebraicznie domknietym
w A, jesli wszystkie elementy pierscienia A algebraiczne nad R naleza
do R.
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Charakteryzacja pierscieni statych

A. Nowicki, Polynomial derivations and their rings of constants, Nico-
laus Copernicus University, Torun 1994, www-users.mat.umk.pl/~anow /ps-
dvi/pol-der.pdf.

A. Nowicki, Rings and fields of constants for derivations in characteristic
zero, J. Pure Appl. Algebra 96 (1994), 47-55.

D. Daigle, Locally nilpotent derivations, Lecture notes for the "Septem-
ber School" of Algebraic Geometry, tukecin, Poland, September 2003,
aix1.uottawa.ca/"ddaigle/Lukecin03/LukecinDaigle.pdf.
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Warunki jakobianowe

Warunek jakobianowy dla 2 wielomianéw 3 zmiennych

Niech k bedzie ciatem charakterystyki zero. Rozwazmy nastepujaca
hipoteze.

Hipoteza JC(2, 3, k)

Dla dowolnych wielomianéw f, g € k[x, y, z|, jesli

NWD (jacl 8, jacl-€, jach &) =1,
to k[f, g] jest pierscieniem statych pewnego k-r6zniczkowania alge-

bry k[x,y, z].

H. Brenner, PJ, J. Zielinski, Analogs of Jacobian conditions for subrings,
w przygotowaniu.
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Warunki jakobianowe

Z hipotezy JC(2, 3, k) wynika hipoteza jakobianowa dla wielomianéw
dwéch zmiennych nad k.

Dowéd. Zatézmy, ze JC(2,3, k) zachodzi i rozwazmy wielomiany
f,g € k[x, y], takie ze jact & =1

Mamy:

NWD (jacl:€ Jacx Z,Jac £) =NWD(1,0,0) =

X _y’
wiec k[f,g] jest algebraicznie domkniete w k[x,y,z], na mocy
JC(2,3, k). Woéwczas k[f,g] jest réwniez algebraicznie domkniete
w k[x,y]. Zatem k[f,g] = k[x,y], poniewaz f,g sa algebraicznie
niezalezne nad k.
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Roézniczkowy NWD wielomianéw

Niech k bedzie ciatem. Dla m wielomianéw fi, ..., f, € k[x1, ..., x|,
gdzie 1 < m < n, wprowadzmy oznaczenie

RNWD(fy, .., fm) = NWD (jacfi-fr 1< ji,..

Xim

.,jmgn).

W szczegélnosci, dla m = n:

RNWD(f, ..., ) =jac(f,..., f),
adlam=1:

of of

RNWD(f) = NWD (5. 5).
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Warunek jakobianowy dla m wielomianéw n zmiennych

k — ciato char. zero, 1 < m<n

Hipoteza JC(m, n, k)

Dla dowolnych wielomianéw fi, ..., f, € k[x1,...,xs], jesli

RNWD(f, ..., f,) =1,

to k[fi,..., fn] jest pierscieniem statych pewnego k-rézniczkowania
algebry k[xi, ..., xn].
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Wielomiany domkniete
Warunek jakobianowy dla jednego wielomianu Uwaga 1: JC(1, n, k) zachodzi.

Uwaga 2: implikacja odwrotna nie musi zachodzié

© Warunek jakobianowy dla jednego wielomianu
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Wielomiany domknigte
Warunek jakobianowy dla jednego wielomianu Uwaga 1: JC(1, n, k) zachodzi.
Uwaga 2: implikacja odwrotna nie musi zachodzié

Wielomiany domkniete

Twierdzenie (Nowicki — Nagata 1988, Ayad 2002, Arzhantsev —
Petravchuk 2007)

Niech k bedzie ciatem, niech f € k[x1, ..., xp]\ k, rozwazmy warunki:

(i) k[f] jest pierScieniem statych pewnego k-rézniczkowania pier-
Scienia k[x1, ..., Xn],

(ii) k[f] jest catkowicie domkniete w k[xq, ..., x],

(iii)  k[f] jest elementem maksymalnym rodziny {k[g]; g €
k[Xl,...,Xn]},

(iv) dla pewnego c € k wielomian f + c jest nierozktadalny nad k,

(v) dla wszystkich, oprécz skonczenie wielu, ¢ € k wielomian f + ¢
jest nierozktadalny nad k.
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Warunek jakobianowy dla jednego wielomianu Uwaga 1: JC(1, n, k) zachodzi.
Uwaga 2: implikacja odwrotna nie musi zachodzié

Wielomiany domkniete

a) Jesli char k = 0, to warunki (i) — (v) s3 réwnowazne.

b) Jesli k jest ciatem doskonatym, to warunki (ii) — (v) sa réwno-
wazne.

c) Dla dowolnego ciata warunki (ii) oraz (iii) sa réwnowazne.

Definicja

Wielomian spetniajacy réwnowazne warunki (ii), (i) nazywamy wie-
lomianem domknietym.
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A. Nowicki and M. Nagata, Rings of constants for k-derivations in
k[x1,...,%s], J. Math. Kyoto Univ. 28 (1988), 111-118.

A. Nowicki, On the Jacobian equation J(f,g) = 0 for polynomials in
k[x,y], Nagoya Math. J. 109 (1988), 151-157.

M. Ayad, Sur les polynémes f(X, Y) tels que K|[f] est intégralement fermé
dans K[X, Y], Acta Arith. 105 (2002), 9-28.

I.V. Arzhantsev, A.P. Petravchuk, Closed polynomials and saturated subal-
gebras of polynomial algebras, Ukrainian Math. J. 59 (2007), 1783-1790.
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Uwaga 1.
JC(1, n, k) zachodzi.

Ayad udowodnit nastepujace twierdzenie w przypadku n = 2, ale jego
dowdd fatwo uogdélni¢ dla dowolnego n.

Twierdzenie (Ayad, 2002)

of of
Jesli NWD (87’ ceey 87) =1, to f jest wielomianem domknietym.
1 n
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Wielomiany domknigte
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Uwaga 2.

Implikacja odwrotna w JC(m, n, k) nie musi zachodzic.

Przyktad: m=1, n =2, f = x%y € k[x, y].

Mamy:
Ox%y Ox%y

NWD ( ) = NWD(2xy, x*) = x.

Ox = Oy

Z drugiej strony, k[x?y] jest pierécieniem statych rézniczkowania
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Charakteryzacja endomorfizméw Kellera

Twierdzenie (PJ, 2013)

Niech k bedzie ciatem charakterystyki zero. Niech f,...,f, €
k[x1,...,xn]. Nastepujace warunki sa réwnowazne:

() jac(fi,....f,) € k\ {0},

(i) dla dowolnego wielomianu nierozktadalnego w € k[xy, ..., xy]
wielomian w(fy,...,f,) jest bezkwadratowy.

PJ, A characterization of Keller maps, J. Pure Appl. Algebra 217 (2013),
165-171.
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Charakteryzacja endomorfizméw Kellera

De Bondt i Yan rozszerzyli powyzsze twierdzenie o nastepujacy wa-
runek réwnowazny:

(iii) dla dowolnego wielomianu bezkwadratowego w € k[xi, ..., xp]
wielomian w(fy, ..., f,) jest bezkwadratowy.

M. de Bondt, D. Yan, Irreducibility properties of Keller maps, arXiv:
1304.0634.
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Warunek jakobianowy dla m wielomianéw

Twierdzenie

Niech k bedzie ciatem charakterystyki zero. Dla dowolnych wielomia-
now fi, ..., fm € k[x1,..., x|, gdzie m > 1, nastepujace warunki sa
réwnowazne:

(i) RNWD(A, ..., fn) =1,

(i) dla dowolnego wielomianu nierozktadalnego w € k[xi, ..., Xm]
wielomian w(fy,. .., fy) jest bezkwadratowy.

(iii) dla dowolnego wielomianu bezkwadratowego w € k[x, ..., Xpm]
wielomian w(fi,. .., fy) jest bezkwadratowy.

PJ, A multidimensional characteristic-free generalization of a lemma of
Freudenburg, w przygotowaniu.
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Odpowiednik w terminach podalgebry

Zatézmy, ze wielomiany f1, ..., f, s3 algebraicznie niezalezne nad k.
Zauwazmy, ze wielomian w € k[x, ..., xm] jest nierozktadalny (bez-
kwadratowy) doktadnie wtedy, gdy w(f, ..., f,) jest nierozktadal-
nym (bezkwadratowym) elementem podalgebry k[f, ..., fy]. Zatem
warunek (ii) mozemy przeformutowaé nastepujaco:

,dla dowolnego wielomianu w € k[x1,...,xm], jesli w jest nierozkta-
dalny, to w(fi, ..., fm) jest bezkwadratowy (w k[x1, ..., xm])",

.dla dowolnego wielomianu w € k[x1, ..., xm], jesli w(fy, ..., fy) jest
nierozktadalny w k[fi, ..., fy], to w(fi,..., fyn) jest bezkwadratowy
w k[x1, ..., Xm]",

,dowolny element nierozktadalny pierscienia k[f1, .. ., fm] jest elemen-
tem bezkwadratowym pierscienia k[xi, ..., xm]".
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Odpowiednik w terminach podalgebry

Wprowadzmy oznaczenia: A = k[x1,...,xa], R = k[fi,...,fm].
Otrzymujemy wyrazenie odpowiednikéw warunkéw jakobianowych w
terminach zbioréw elementéw nierozktadalnych (lrr) oraz bezkwadra-
towych (Sqf) odpowiednich pierscieni. Element nazywamy bezkwa-
dratowym, jesli nie moze by¢ przedstawiony w postaci a’b, gdzie a
jest nieodwaracalny.

Twierdzenie

Niech k bedzie ciatem charakterystyki zero. Niech f,...,f, €
k[xi,...,xn] beda alebraicznie niezalezne nad k. Nastepujace wa-
runki sa réwnowazne:

(i) RNWD(f, ..., fm) =1,

(ii) Irr R C Sqaf A,

(iii) Sqf R C Sqf A.
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Zaleznosci miedzy inkluzjami

Uwaga

Niech A bedzie dziedzing z jednoznacznoscia rozktadu. Rozwazmy
nastepujace warunki:

(i) Ir R C lrr A,

(i) Sqf R C Sqf A,

(iii) lrr R C Sqf A.

Zachodza nastepujace implikacje:

(i) = (ii) = (iii).
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Podpierscienie faktorialnie domkniete

Lemat

Niech A bedzie dziedzing z jednoznacznoscia rozktadu. Niech R be-
dzie takim podpierscieniem, ze R* = A*. Nastepujace warunki s3a
réwnowazne:

(i) Irr R C lrr A,
(i) R jest faktorialnie domkniety w A.

Definicja
Podpierscien R nazywamy faktorialnie domknietym w A, jesli dla
dowolnych x, y € A zachodzi implikacja:

xy € R\ {0} =x,y e R.
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Podpierscienie bezkwadratowo domkniete

Lemat

Niech A bedzie dziedzing z jednoznacznoscig rozktadu. Niech R be-
dzie takim podpierscieniem, ze R* = A* i Ry N A = R. Nastepujace
warunki s3 réwnowazne:

(i) Sqf R C Sqf A,
(i) dla dowolnych x € A, y € Sqf A, jesli x2y € R\{0},tox,y € R.

Pytanie

Czy warunek Sqf R C Sqf A w przypadku charakterystyki zero zawsze
implikuje algebraiczna domknietos¢ R w A?

Odpowiedz (Brenner): nie.
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Dziekuje bardzo za uwage!
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