Warunki jakobianowe
w charakterystyce dodatnieg]



k — ciato charakterystyki p > O

klx1,...,zn] — algebra wielomiandw
k-roézniczkowanie algebry k[xq,...,xn]:
0 0
d=gi—+ ... By
g1 1 + + gnaxn

gdzie g1,...,9n € k[z1,...,zn]

klzy,...,z0]% = {f € k[z1,...,2zn] : d(f) = 0} — pierScien statych



Twierdzenie (Nousiainen)
Dla dowolnych wielomiandéw fq, ..., fn € k[z1, ..., xn] nastepu-
jace warunki sg rownowazne:

(1) istnieja k-rézniczkowania dq,...,dy pierscienia k[xq,...,xn]
spetniajace warunki d;(f;) = 6;; dla 4,5 =1,...,n,

(2) istnieja k-rézniczkowania dq,...,dy pierscienia k[xq,...,xn]
spetniajace warunek det(d;(f;)) € k\ {0},

(3) Jac(f1,...,fn) € k\ {0},
(4) klz1,...,zn] = k[a:zi,...,x%,fl,...,fn],

(5) él,...,fn stanowia p-baze pierscienia k[z1,...,zn] nad k[z},
.., Th].



H. Niitsuma, Jacobian matrix and p-basis,
TRU Mathematics 24 (1988), 19—-34.

H. Niitsuma, Jacobian matrix and p-basis,
w: Topics in algebra, 185—188,

Banach Center Publications, vol. 26, part 2,
PWN, Warszawa 1990.



Definicja. Niech R bedzie dziedzing charakterystyki p > 0. Niech
B bedzie podpierscieniem dziedziny R zawierajagcym RP = {aP, a €
R}. Ciag z1,...,2m elementow dziedziny R nazywamy p-baza R
nad B, jeSli R jest B-modutem wolnym i elementy postaci

z({él...z%m, gdzie aqi,...,am € {0,...,p— 1},

stanowig jego baze.
Whniosek. Jesli zq1,...,zy Stanowig p-baze R nad B, to kazdy
element a € R moze byC jednoznacznie przedstawiony w postaci

a = > bazit...z0m, gdzie by € B.
0<ay,...,am<p



Przyktad 1. Elementy zq,...,x, Stanowia p-baze:

klx1,...,zn] nad k[lej,...,m%],
k(xq1,...,xn) Nad k(a:zi,...,:c%),
kl[z1,...,zn]] nad k[[z], ..., z0]].

Przykfad 2. Rozwazmy rézniczkowanie d = a;a%—ya% pierscienia

klx,y]. Wielomian zy stanowi jednoelementowa p-baze pierscienia
statych k[z,y]? nad k[zP, yP]:

klz, y]? = k[P, 4P, zy]

= {bo —|— blaj’y —|— ce —I— bp_]_(fy)p_l, b(), SRR bp—l S k[xpa yp]}
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Hipoteza jakobianowa w charakterystyce dodatniej

Niech f1,..., fn € Fplz1,...,2n], gdzie p jest liczbg pierwszg. Jesli

Jac(f1,---, fn) € Fp\ {0}

I stopien rozszerzenia ciat

Fp(f17"'7f71) C Fp(fl,...,xn)

nie jest podzielny przez p, to Fplf1,..., fnl = Fplz1,...,zn].

Twierdzenie (Adjamagbo)
JeSli powyzsza hipoteza jest prawdziwa dla wszystkich n i p, to
hipoteza jakobianowa jest prawdziwa.



K. Adjamagbo, On separable algebras over a UFD and the Ja-
cobian Conjecture in any characteristic,

w: A. van den Essen (ed.), Automorphisms of Affine Spaces,
Proceedings of the conference "Invertible Polynomial Maps", Ju-
ly 4—8, 1994,

Curacao, Caribbean Mathematics Foundation, Kluwer Academic
Publishers, 1995.



Uzupetnienie twierdzenia Nousiainena

Twierdzenie (Lang, Mandal)
Kolejne rownowazne warunki w terminach rozniczkowan jakobia-

nOWyCh dz(f) — Jac(fla'“7f’i—17f7fi—|—17"'7fn)r 1= 1,...,7’2,:

o(p—1)n I
(6) P =cdy ~...dp ~ dla pewnego cc k\ {0},
wl o o o wn
o(p—1)n
(7) (fyhe f2m)
8:62{_1...833%_1 1 "

] 0, r1,...,™n € {0,...,p— 1}, r;, < p—1dla pewnego i,
]l cek\{0}, i =---=rp=p-—1,



(8) dla kazdego i oraz h € k(x1,...,xn) istnieje c € k\ {0} takie,
ze

p—1
h=cS fd' (P h).
r=0

J. Lang, S. Mandal, On Jacobian n-tuples in characteristic p,
Rocky Mountain J. Math. 23 (1993), 271-279.
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Twierdzenie (PJ)

Rozwazmy wielomiany f1,..., fn € k[x1,...,2zn].
Oznaczmy: B = k[, ... 28], R; = B[f1,---, fir---, fal,
Rij = Blf1,-- s fiseeor Fiveeor fnls i 7 5.

Wowczas Jac(fq,..., fn) jest podzielny przez wielomian nieroz-

ktadalny g € k[zq,...,xn] doktadnie wtedy, gdy zachodzi co naj-
mniej jeden z warunkow:

(i) g& Big?|bf;+c dla pewnego i oraz b,c € R; takich, ze g tb,
(it) g€ Big|bf;+cdla pewnego i oraz b,c € R; takich, ze g 1 b,
(73i) g | bifitciig|bafj+codlapewnych i # jorazby, by, cy,co €

Rij takich, ze gJ[bl i gJ[bQ.

11



Twierdzenie (PJ)
Przy tych samych oznaczeniach warunek jakobianowy

Jac(f1, ..., fa) € k\ {0}

jest rownowazny nastepujacemu:

(x) dla dowolnego i oraz b,c € R;, jeSli NWD(b,c) = 1, to wielo-
mian bf; + c jest bezkwadratowy i p-wolny,

a dla dowolnych ¢ # j oraz by, b,c1,co € R;j, jeSli NWD(by,c1) =
1 N\/\/D(bQ,CQ) =1, to

NWD (b1 f; + c1,bofj +c2) = 1.

Wielomian nazywamy p-wolnym, jesli nie ma dzielnikdbw nalezg-
cych do k[z,...,zh] \ {0}.
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Cwiczenie
Wielomian f € k[xq,...,xn] jest bezkwadratowy i p-wolny doktad-
nie wtedy, gdy

nwo (7,20 91—
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Twierdzenie (PJ)
Dla m wielomiandw f1,..., fm € k[z1,...,zn], 9gdziem € {1,...,n},
nastepujace warunki sg rownowazne:

(1) NWD (Jacfl’ sIm o im € {1,...,n}) =1,

- Jm

(2) f1,...,fm stanowig p-baze pierScienia statych pewnego k-
rozniczkowania,

(%) z poprzedniego twierdzenia.

PJ, A characterization of p-bases of rings of constants, przyjeta do druku w
Cent. Eur. J. Math., arXiv:1206.3546
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Twierdzenie (PJ)
Dla dowolnego wielomianu f € k[z1,...,zn] \ K[z}, ..., 23], gdzie
chark = p > 0, nastepujace warunki sg rownowazne:

af of \ _
(1) NWD (8—9318—%) =1,
(2) k[zY,...,oh, f] Jest pierscieniem statych k-rézniczkowania,

(3) dla dowolnych b,c € k[z},... ,zp], jesSli NWD(b,c) = 1, to
wielomian bf 4 c jest bezkwadratowy i p-wolny.

PJ, A characterization of one-element p-bases of rings of constants, Bull. Pol.
Acad. Sci. Math. 59 (2011), 19-26.
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