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Wstep

Niech k bedzie cialem. Przez k[x1,. .., x,] oznaczamy k-algebre wielomianéw n
zmiennych.

Pojecie wielomianu domknietego w przypadku charakterystyki 0 (Definicja 2.1)
zostalo wprowadzone przez Nowickiego i Nagate w pracach [5] i [7]. Celem ni-
niejszego artykulu jest dyskusja sposobow przeniesienia tego pojecia na przypadek
charakterystyki dodatniej. Okazuje sie, ze przy bezpos$rednim przeniesieniu definicji
tracimy zwiazek z pierécieniami stalych rézniczkowan. Natomiast, gdy ten zwiazek
przyjmiemy za podstawe definicji, to otrzymamy pojecie bardzo odlegle od pojecia
wielomianu domknietego w charakterystyce 0.
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1 Pierscienie stalych rézniczkowan

Definicja 1.1 Odwzorowanie k-liniowe
d: k[zy, ..., x,) — k[z1,. .., 2]

nazywamy k-rézniczkowaniem, jesli d(fg) = d(f)g + d(g)f dla dowolnych f,g €
klx1,...,2z,]. Zbidr

Elzy, ..., x0] = {f € k[z1,...,2,] - d(f) =0}
nazywamy pierscieniem stalych rézniczkowania d.

Jasne jest, ze k[ry,...,7,]? jest podpierscieniem, a nawet k-podalgebra w
klx1,...,z,]. Jedli d(f) = 0 dla pewnego wielomianu f € k[x1,...,2z,], to
k[f] C klz1,...,7,]% W przypadku ciata k charakterystyki p > 0 pierscien sta-
tych klxy,...,7,]? jest k[x},...,2P)-podalgebra, a jedli d(f) = 0 dla pewnego
f €k, ..., 2], to k[z], ... 2P, f] C k[z1,...,2,]%

Odnotujmy twierdzenie ([6], Theorem 7.1.4), ktére dostarcza motywacji do dal-
szych rozwazan.

Twierdzenie 1.2 Jesli k jest cialem charakterystyki 0, a d jest k-rozniczkowaniem
algebry klxy,. .., x,], takim, ze trdegy k[z1,...,1,]% < 1, to k[zy, ..., x,]¢ = k[f]
dla pewnego f € klxy,...,Tn].

W przypadku dwéch zmiennych mamy w szczeg6lnoscei ([6], Corollary 7.1.5; [7],
Theorem 2.8):

Whniosek 1.3 Jesli chark = 0, a d jest niezerowym k-rézniczkowaniem algebry
k[z,y], to k[z,y]? = k[f] dla pewnego f € k[z,y].

Zauwazmy jeszcze, ze dla dowolnego wielomianu f € k[z1, ..., z,] istnieje naj-
mniejszy (w sensie relacji inkluzji) pierécien stalych k-rézniczkowania, zawierajacy
f. Jest nim:

— catkowite domkniecie pierécienia k[f] w k[x1, ..., xy,], jedli char k = 0 ([6], Corol-
lary 7.2.1; [7], Proposition 3.3),

— pierscien k(zf,... 22, f)Nk[z1,...,z,], jesli chark =p > 0 ([4]).

2 Wielomiany domkniete w charakterystyce zero

Definicja 2.1 Wielomian f € kl[z1,...,z,] \ k, gdzie k jest cialem charaktery-
styki 0, nazywamy domknietym, jesli pierscieni k[f] jest calkowicie domkniety w
k[l‘l, ce ,xn].

Nastepujace twierdzenie dobrze przedstawia réznorodno$é¢ wtasnosci charakte-
ryzujacych wielomiany domkniete.
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Twierdzenie 2.2 Niech chark =0, f € k[z1,...,z,] \ k. Nastepujgce warunki sq
rownowazne:

(1) wielomian f jest domkniety,

(2) pierscien k[f] jest elementem maksymalnym (w sensie relacji inkluzji) rodziny
{klgl; g € klz1, ..., 2]},

(3) k[f] jest pierscieniem stalych pewnego k-rézniczkowania algebry k[xy, ..., x,],
(4) dla pewnego ¢ € k wielomian f + c jest nierozkladalny nad k, gdzie przez k
oznaczamy domkniecie algebraiczne ciata k.

Odnotujmy, ze warunek (2) oznacza, iz wielomianu f nie mozna przedstawi¢ w
postaci f = w(g), gdzie g € k[z1,...,2,], a w jest wielomianem jednej zmiennej
stopnia wiekszego od 1.

Réwnowaznos$é warunkéw (1), (2) i (3) zostala udowodniona przez Nowickiego
i Nagate ([5], Theorem 2.1; [6], Proposition 5.2.1; [7], Lemma 3.1). Warunek (4)
pochodzi od Ayada ([1], Théoréme 8) i opiera sie na twierdzeniu Ploskiego dla
k= C ([8]; [9], 3.3, Corollary 1, str. 220).
3 Charakteryzacje poprzez maksymalnos¢ podalgebr

Rozwazmy rodzine pierécieni z warunku (2) Twierdzenia 2.2:
A ={klgl; g € k[z1,...,z,]}.

W przypadku charakterystyki p > 0, jeli interesuja nas pierscienie statych réznicz-
kowan, bardziej naturalne jest rozwazenie rodziny

B={k[z],...,2,q]; g € klz1,...,zs]}.
Zauwazmy, ze rodzina B zawiera za duzo elementéw maksymalnych (w sensie
relacji inkluzji), nie wszystkie z nich sa pierscieniami stalych rézniczkowan.

Przyklad 3.1 Jeslip > 2, to pierscien k[zl, ... P, xpflxg] jest elementem mak-
symalnym rodziny B, ale nie jest pierscieniem stalych Zadnego k-réziniczkowania
algebry k[, ..., xy].

Do charakteryzacji (nietrywialnych) pierécieni stalych rézniczkowan postaci
k[z}, ..., 2P, f] wykorzystamy inng rodzine:

C={RCklzy,...,zn): k[z},...,22] C R, (Ro: k(zl,...,20)) = p},

gdzie Ry oznacza cialo utamkéw dziedziny R, a (L : K') oznacza stopien rozszerzenia
ciat K C L.

Lemat 3.2 Piersciern R € C jest pierScieniem stalych pewnego k-rézniczkowania
algebry k[xq, ..., x,] dokladnie wtedy, gdy jest elementem maksymalnym rodziny C.
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Odnotujmy zaleznosé¢ miedzy maksymalnoscia pewnych podalgebr okreslonych
przez wielomian f w danych trzech rodzinach.

Lemat 3.3 Niech chark = p > 0, f € k[z1,...,z,]. Rozwazmy nastepujoce wa-
runks:

(1) E[f] jest elementem maksymalnym rodziny A,

2) klz,..., 2P, f] jest elementem maksymalnym rodziny B,
1 n

3) Kk[zl,... a2, f] jest elementem maksymalnym rodziny C.
1 n

Wowczas zachodzg implikacje:
@)= (2)=1).

Nietrudno zauwazy¢, ze implikacje odwrotne nie musza zachodzié¢. Pierscien z
przyktadu 3.1 jest elementem maksymalnym rodziny B, ale nie jest maksymalny w
rodzinie C. Réwnie tatwo wskazaé kontrprzykltad do implikacji (1) = (2).

Przyklad 3.4 Pierscieni k[zlxo] jest maksymalny w rodzinie A, ale piersciern

k[z¥, ... 2P 2V xs] nie jest maksymalny w rodzinie B.

4 Domknietos¢ w charakterystyce dodatniej

W pracy [1] Ayad zauwazyl, ze réwnowazno$é¢ warunkéw (1) i (2) z Twierdze-
nia 2.2 zachodzi réwniez w przypadku charakterystyki dodatnie;j.

Twierdzenie 4.1 Niechchark =p >0, f € k[z1,...,z,])\k. Nastepujoce warunki
sq réwnowazne:

(1) pierscien k[f] jest calkowicie domkniety w k[z1, ..., x,],

(2) pierdcien k[f] jest elementem maksymalnym rodziny A.

To jest najbardziej naturalny sposéb zdefiniowania wielomianéw domknietych
w charakterystyce dodatniej. Z poprzedniego podrozdzialu wiemy jednak, ze od-
powiednik warunku (3) z Twierdzenia 2.2 implikuje powyzszy warunek (2), ale nie
na odwroét.

Jedli szukamy warunku wyrazajacego calkowita domknietosé, réwnowaznego

temu, ze k[z, ..., xP, f] jest pierScieniem stalych pewnego k-rézniczkowania alge-
bry k[zi,...,z,], to mySlimy raczej o calkowitej domknigtodci pierscienia
k[z},... 2P, f]. Niestety, dla n > 1 ten pierscien nie jest calkowicie domkniety
w k[z1,...,2,], gdyz dla wielomianu g € klx1,...,2,] \ k[2],..., 22, f] mamy

gP € k2l ... 2k, f]. Okazuje si¢ jednak, ze pierscien jest dobry, tylko trzeba zmo-
dyfikowaé warunek calkowitej domknietosci ([3]).

Twierdzenie 4.2 Niech chark =p > 0, f € k[z1,...,2,] \ k[2},..., 2P]. Naste-
pujgce warunki sg rownowazne:
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(1) pierscieni k[a¥, ... 2k, f] jest pierscieniem stalych pewnego k-rézniczkowania
algebry klz1, ..., xy],

(2) dla dowolnych ag,a,...,ap—1 € k[a¥,... 2P, f] i dowolnego wielomianu g €
klz1,... 2], jesliap_1gP~  + ...+ a1g+ao =0, to g € k[z,... 2P, f].

Zauwazmy jeszcze, ze implikacja (4) = (2) z Twierdzenia 2.2 zachodzi w do-
wolnej charakterystyce. Ayad ([1]) podaje nastepujacy kontrprzyktad do implikacji
odwrotne;j.

Przyktad 4.3 Niech k bedzie cialem niedoskonalym charakterystyki p > 0, niech
b€ k\kP. Wowczas wielomian f = zP + by? € klx,y| spetnia warunki Twierdze-
nia 4.1, ale wielomian f + ¢ jest rozkladalny nad k dla kazdego c € k.

5 Warunki wigzace pochodne czastkowe wielomianu

Zauwazmy, ze w charakterystyce 0 pewne warunki zwigzane z pochodnymi
czastkowymi implikuja domknietosé wielomianu.

Lemat 5.1 Niech chark =0, f € k[z1,...,z,]\ k. Rozwazmy nastepujgce warun-

ki:

(1) ideal (%, e (,;?Tf) jest réwny klxq,...,x,],
of of '\ _

(2) NWD (2L, 20) =1,

(3) wielomian f jest domkniety.

Wowczas zachodzg implikacje:
1) =@2)= ).

Implikacja (2) = (3) dla dwéch zmiennych zostala zauwazona przez Ayada ([1],
Proposition 14). Warunek (1) dla n = 2 jest warunkiem koniecznym na to, by k[f]
bylo pierécieniem stalych rézniczkowania lokalnie nilpotentnego.

W przypadku charakterystyki dodatniej zachodza podobne zaleznosci ([2], The-
orem 2.3).

Lemat 5.2 Niech chark = p > 0, f € klzy,...,z,) \ k[z},...,2P]. Rozwazmy
nastepujgce warunki:

12} %)
W) (2L L) =kl

of of \
(2) NWD (24, 2L ) =1,
(3) klal,... 2k, f] jest pierscieniem statych pewnego k-rézniczkowania pierscienia
klz1,...,2zn].

Wowczas zachodzg implikacje:

1) =(2)=3).
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W przeciwienstwie do przypadku charakterystyki 0, tu warunek (2) jest bardzo
obiecujacy. Réwnowazno$é (2) < (3) zachodzi w pewnych szczegdlnych przypad-
kach, by¢ moze jest prawdziwa dla dowolnego wielomianu f.
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CLOSED POLYNOMIALS AND THEIR ANALOGS IN POSITIVE
CHARACTERISTIC

Summary. In this paper we discuss possible ways to define an analog of closed
polynomial in the positive characteristic case.
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