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LEMAT FREUDENBURGA

Piotr Jedrzejewicz (Torun)

Wstep

Celem tego artykulu jest oméwienie uogélnien i analogii dotyczacych nastepu-
jacego lematu, pochodzacego z pracy Freudenburga [2].

Lemat (Freudenburg) Dia dowolnego wielomianu f € Clz,y], niech g € Clz,y]
bedzie nierozkiadalnym, réznym od stalej, wspolnym dzielnikiem pochodnych czgst-
kowych % i %5' Wowczas istnieje ¢ € C takie, zZe g dzieli f + c.

Przedstawimy uogdélnienia tego lematu w przypadku chakterystyki zero, uzy-
skane przez Essena, Nowickiego i Tyca w pracy [1]. Nastepnie przedyskutujemy
przypadek charakterystyki dodatniej, gdzie mozna zaréwno wyodrebni¢ przypadki,
w ktérych zachodzi odpowiednik Lematu Freudenburga, jak i wskaza¢ kontrprzy-
ktady.

1 Uogodlnienia w charakterystyce zero

Lemat Freudenburga w oryginalnym sformutowaniu z artykulu [2] dotyczy wie-
lomianéw dwdch zmiennych nad ciatlem liczb zespolonych. Nastepujace uogdélnienie
na przypadek wielomiandéw n zmiennych nad dowolnym cialem algebraicznie do-
mknietym charakterystyki zero pochodzi z pracy [1] (Proposition 2.1).



24

Twierdzenie 1.1 (Essen, Nowicki, Tyc) Niech k bedzie cialem algebraicznie
domknietym charakterystyki zero, niech P bedzie idealem pierwszym w klxq, ..., zy]
i niech f € k[x1,...,xy,]. Jesli pochodna czqstkowa 5% nalezy do P dla kazdego i,
to istnieje c € k takie, ze f —c € P.

W szczegdlnosei, gdy P jest idealem gléwnym, generowanym przez wielomian
nierozkladalny, otrzymujemy nastepujacy wniosek z powyzszego twierdzenia ([1],
Remark 2.3).

Whiosek 1.2 Jedli g € k[z1,...,x,] jest takim wielomianem nierozkladalnym, Ze

g dzieli (%i dla kazdego i, to g dzieli f — c dla pewnego c € k.

Teze tego wniosku mozna wzmocni¢ korzystajac z dobrze znanego faktu.

Lemat 1.3 Niech f,g € k[x1,...,x,], gdzie k jest cialem charakterystyki zero.
Jesdli g jest takim wielomianem nierozkladalnym, Ze g | f oraz g | % dla kazdego

i, tog?| f.
Teze Twierdzenia 1.1 tez mozna wzmocni¢ do nastepujacej postaci:
f—ceP?,

gdzie P?) = P2k[x1, ..., x,]p NE[21,. .., 2,] jest druga potega symboliczna ideatu
‘P. Wynika to z uogdlnienia tego twierdzenia na rézniczkowania wyzszych rzedow
([1], Theorem 3.1). Jesli P jest idealem maksymalnym, to P(?) = P2 czyli we
Whiosku 1.2 réwniez mamy: g% | f —c.

Latwo sprawdzié, ze dla dowolnych wielomianéw f, g € k[x1, ..., 2,], jesli g% | f,
to g | % dla kazdego i. Mamy zatem nastepujaca réwnowaznosc.

Whniosek 1.4 Niech k bedzie cialem algebraicznie domknietym charakterystyki ze-
ro. Niech f,g € k[x1,...,x,] i niech g bedzie wielomianem nierozkliadalnym. Wéw-

czas g | % dlai=1,...,n dokladnie wtedy, gdy g* | f — c dla pewnego c € k.

2 Przypadki szczegdlne w charakterystyce dodatniej

Niech K bedzie dziedzina z jednoznacznoscia rozkladu, charakterystyki p > 0.
Rozwazmy K-algebre wielomianéw n zmiennych K|zy,...,x,]. W Twierdzeniach
2.1, 2.3 i 2.4 przedstawiamy warianty Lematu Freudenburga w pewnych przypad-
kach szczegélnych. Podajemy réwniez kontrprzyklady do ogdlnej wersji tego lematu
w charakterystyce dodatniej.

Zauwazmy, ze jesli g € K(a¥, ..., a2], to % =0dla:=1,...,n. Stad tatwo
wnioskujemy, ze jesli ponadto g | f dla pewnego f € K[z1,...,2,], to g | % dla

kazdego i. Twierdzenie odwrotne ma nastepujaca postaé ([3], Proposition 3.3).

Twierdzenie 2.1 Niech f € K[zy,...,x,) i g € K[2},...,a8]. Jesli g | 2L dla
i=1,...,n, tog| f+h dla pewnego h € K[a¥,... aF].
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Podkredlmy, ze w powyzszym twierdzeniu wielomian g nie musi by¢ nierozkta-
dalny. Ponadto, tezy tego twierdzenia nie mozna wzmocnié do postaci g2 | f + h,
co pokazuje przyklad f = xf“ i g = z¥. Wzmocnienie tezy Lematu Freudenbur-
ga w charakterystyce dodatniej jest mozliwe na mocy nastepujacego odpowiednika
Lematu 1.3. Przypomnijmy, ze K jest dziedzina z jednoznacznoscia rozkladu, cha-

rakterystyki p > 0.

Lemat 2.2 Niech f,g € K|x1,...,x,), przy czym g € Kla¥,... aP]. Jesli g jest
wielomianem nierozkladalnym, takim, zZe g | f i g | % dla kazdego i, to g | f.

Kolejne twierdzenie przedstawia pewna szczegdlna postaé¢ wielomianu g, dla
ktorej zachodzi Lemat Freudenburga. Zauwazmy, ze kazdy wielomian takiej postaci
jest nierozkladalny ([3], Proposition 3.1).

Twierdzenie 2.3 Niech f € K|xy,...,2,] i niech g € K[z1,...,x,] bedzie wielo-
mianem postaci g = x; +r, gdzie r € K[x1,...,Zj_1,Tj41,...,%s). Jesli g | %
dlai=1,...,n, to g* | f +h dla pewnego h € K[x},... xP].

Lemat Freudenburga w postaci ogdlnej zachodzi w przypadku charakterystyki
2 ([3], Proposition 3.6).

Twierdzenie 2.4 Niech K bedzie dziedzing z jednoznacznoscig rozktadu, charak-
terystyki 2. Niech f,g € K|x1,...,2,] © niech g bedzie wielomianem nierozkladal-
nym, nienalezgcym do K[z?, ..., 22]. Jesli g | % dlai=1,....,n,tog*> | f+h
A
2]

dla pewnego h € K[z?,... x

3 Kontrprzyktady w charakterystyce p > 2

Okazuje sie, ze ogélny odpowiednik Lematu Freudenburga nie zachodzi w przy-
padku charakterystyki wigkszej od 2.

Niech K bedzie dziedzina z jednoznacznoscia rozkladu, charakterystyki p > 2.

Istnieje wielomian f € K|[zy,...,x,], gdzie n > 2, taki, ze g = NWD (887117 R %)
jest wielomianem nierozkladalnym oraz gt f + h dla dowolnego h € K[z}, ..., a2].

Jako przyklady mozemy podaé wielomiany x5 —z123 i 23 +2iws + 2323 — 2123+
x4 dla p = 3. Dla dowolnego p > 2 mozemy rozwazy¢ wielomian f = 27 —x125, gdzie
n>2in#0,1 (mod p), uogdlniajacy pierwszy przyktad. Wowezas g = na} ' —ab
jest wielomianem nierozkladalnym, gdyz NWD (n—1,p) = 1 ([4], Proposition 5.6).
Ponadto, g 1 f + h dla dowolnego h € Klz¥,...,2P], co sprawdzamy na mocy

nastepujacego faktu ([3], Lemma 4.1).

Lemat 3.1 Niech f € K[x1,...,x,] \ K[zl,...,2P] bedzie takim wielomianem,
ze g = NWD (%, ceey an) jest wielomianem nierozkladalnym, nienaleZgcym do
KlzY,...,2P]. Niech é%fi = u;g, u; € Klwy,..., 2], dlai =1,...,n. Jesli u; &

(9, é%gi) dla pewnego i, to g1 f + h dla dowolnego h € K[2Y,... 2]
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Odnotujmy jeszcze, ze odpowiednik Lematu Freudenburga zachodzi dla wie-
lomianéw jednej zmiennej nad cialem algebraicznie domknigtym charakterystyki
dodatniej. Bez tego zalozenia moze nie zachodzi¢, np. nad cialem F3 kontrprzy-
kladem jest wielomian x° + 22 + 2. Podobny przyklad mozna podaé w przypadku
charakterystyki zero ([1], Remark 2.4).
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A LEMMA OF FREUDENBURG

Summary. In this paper we discuss various aspects of a Freudenburg’s lemma
about irreducible common divisors of partial derivatives of a polynomial.
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