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PIERSCIENIE STALYCH ROZNICZKOWAN,
p-BAZY I WARUNKI JAKOBIANOWE
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Wstep

Niech k[z1,...,x,] bedzie algebra wielomianéw o wspdlczynnikach z ciata k.
Odwzorowanie k-liniowe d: k[z1,...,z,] — klz1,...,z,] takie, ze d(fg) = fd(g) +
9d(f) dla dowolnych wielomianéw f i g, nazywamy k-rézniczkowaniem. Kazde k-
rézniczkowanie algebry k[z, ..., x,] jest postaci

) )
d=gi5—+...+ gns—

0x1 ox,
dla pewnych wielomianéw g1, ..., g,. Jest ono wtedy jednoznacznie okreslone przez
warunki:
d(z1) =¢g1, ..., d(xn) = gn-

Pierscien stalych rézniczkowania d okreslamy nastepujaco:
klzi,...,zn)* = {f € k[x1,...,2,] : d(f) = 0}.

Analogicznie definiujemy k-rézniczkowanie ¢ ciala funkcji wymiernych
k(z1,...,2,) i jego cialo statych k(xy,...,x,)°. Jedli k jest cialem charakterystyki
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p >0, to

E(x?, ... 2P) Ck(xy,...,2,)°
i stopien tego rozszerzenia cial jest réwny p™ dla pewnego m € {0,1,...,n}. Ist-
niejg woéwczas wielomiany f1, ..., f,, takie, ze

k(zy,. . xn) = k(b .. 22 fi,.o 0 fm),

przy czym m to najmniejsza liczba wielomianéw o tej wlasnosci. Wielomiany
f1,-- -5 fm, dla ktorych stopien rozszerzenia cial

k(xll)a,fo) gk(xf,...,xﬁ7f1,~~,fm)

jest réwny p™, nazywamy p-niezaleznymi. Wielomiany f1,..., fi, sa p-niezalezne
doktadnie wtedy, gdy rzad macierzy

o on

0x1 ox,

Of  Ofm

(91‘1 8$n

nad cialem funkcji wymiernych jest réwny m.

Kazde k-rézniczkowanie d pierécienia wielomiandéw posiada jednoznaczne prze-
dtuzenie do k-rézniczkowania dg ciala funkcji wymiernych, gdzie

d (f) _ d(f)g — fd(g)
g 92

dla dowolnych wielomianéw f, g takich, ze g # 0. Cialo stalych rézniczkowania dy

zawiera cialo utamkéw pierécienia k[zy, ..., 2,]¢ i ponadto

ka1, ..., 204 = k(zy, ..., z0)® N k[zy, ... 2]
Zatem, jesli k jest cialem charakterystyki p > 0, to
Koy, ..., xn) = k(.. a2, f1, oo, fon) N[, 2]

dla pewnych wielomianéw fi,..., f, gdzie m < n.

Niech k bedzie cialem charakterystyki p > 0. Dla dowolnych wielomianéw
fi,---, fm wprowadzmy oznaczenie

C(fiy ooy fm) =k, .. 2l f1, o0 fm) NE[1, .o 2]
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Pierscien C(f1,..., fm) sklada sie z wszystkich wielomianéw g, dla ktérych rzedy
macierzy

oh . 9h Oy dn
o1 Oxy, : :

f f C | O ok
fm . Ofm Oy dn
O0xq axn @ @

L (91171 6$n n

nad ciatem funkcji wymiernych sa réowne.

Celem tego artykutu jest przedstawienie czedciowych odpowiedzi na pytanie,
kiedy wielomiany p-niezalezne f1, ..., f,, sa generatorami pierécienia C(f1,..., fm)
jako k[a¥, ..., aP]-algebry, czyli kiedy zachodzi réwnosé

C(fiyeoos fm) =K[ah, ... 22 f1,..., fml

Moéwimy wowcezas, ze dane wielomiany stanowia p-baze pierscienia C(f1, ..., fm)-
Podkreslmy, ze nawet przypadek m = 1 jest nietrywialny.

Jednoelementowe p-bazy

Nowicki i Nagata w pracy [9] udowodnili, ze pierécien stalych niezerowego k-
rézniczkowania algebry wielomianéw k|x, y]:

e jest k-algebra generowana przez jeden element, jesli char k = 0,
o jest k[zP, yP]-algebra generowang przez jeden element, jesli chark = 2,

e nie musi byé k[z?, yP]-algebra generowana przez jeden element, jesli char k >
2.

W przypadku charakterystyki p > 0 pierscien stalych niezerowego k-r6zniczko-
wania algebry k[x,y] jest postaci

C(f) = k(=" 9%, f) N K[z, y],

przy czym dla f € k2P, y?] mamy C(f) = k[zP, yP]. Jesli generator k[zP, yP]-algebry
C(f) nie nalezy do k[z?, yP], to stanowi jej jednoelementowa p-baze. Zaznaczmy, ze
w przypadku charakterystyki zero wlasnosci pojedynczych generatoréw pierscie-
ni stalych zostaly zbadane w pracy Nowickiego [7]. Wlasnosci te zwiazane sg z
warunkiem catkowitej domknigtosci, ktéry nie wystepuje w przypadku charaktery-
styki dodatniej. Blizszy sytuacji w charakterystyce dodatniej jest nastepujacy fakt
z charakterystyki zero, udowodniony przez Daigla i Freudenburga w pracy [1].
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Lemat 1 Niech R bedzie dziedzing zawierajgcq Q, a f € R[xy,. .., x,] takim wie-

of i) jest réwny calemu pierscieniowi R[xq,. .., xy,].

lomianem, Ze ideal (arl sy Ban

Wowczas
Ro(f) N R[Jﬁh N ,l‘n] = R[f]

Analogicznie mozemy otrzymacé nastepujacy lemat ([5]), ktéry wyraza warunek
wystarczajacy na to, by wielomian f stanowil jednoelementowsa p-baze pierscienia

).

Lemat 2 Niech chark = p > 0, f € k[zy,...,2,] \ k[2],...,2P]. Jesl
NWD (2L, 2L) =1, 10 C(f) = klaf, ..t f].

Odnotujmy nastepujacy warunek konieczny ([2]).

Lemat 3 Niech chark = p > 0, f € klzy,...,z,] \ K[z}, ..., 2P]. Jesli C(f) =
k[z}, ... 2P, f], to wielomian f nie jest podzielny przez zaden kwadrat wielomia-
nu dodatniego stopnia, ant przez zZaden wielomian dodatniego stopnia, nalezgcy do
klzh, ... xP].

Powstaje naturalne pytanie, czy w obu powyzszych lematach mogg zachodzi¢
rownowaznosci. Odpowiedz jest pozytywna w pewnych szczegélnych przypadkach.
Przyktadem sa wielomiany jednorodne niezerowego stopnia wzgledem pewnego
wektora wag ([3]), czyli spelniajace warunek

of of
'71551'871,1+~-~+’7n$n'%—7"f
dla pewnych v1,...,v,, " € k, r # 0. Wiadomo réwniez, ze w Lemacie 2 otrzymu-

jemy réwnowaznos¢ w przypadku wielomianéw dwéch zmiennych, jednorodnych
stopnia zero wzgledem pewnych wag. Natomiast w Lemacie 3 nie zawsze ma miej-
sce rownowaznosc, co pokazuje nastepujacy przyktad.

Przyklad 1 Wielomian f = 2~y + 1, gdzie p = chark, spelnia warunek ko-
nieczny z Lematu 3, ale C(f) # k[zP,yP, f].

Ponadto wiadomo, ze jesli k jest cialem charakterystyki 2, to w Lemacie 2
zachodzi réwnowazno$¢ ([5]).

Przypadek ogélny

Wtasnosci jednoelementowych p-baz mozna uogdélni¢ na przypadek m elemen-
tow, m € {1,2,...,n}, gdzie n jest liczba zmiennych algebry wielomianéw
klx1,...,2,]. Zauwazmy, ze dla m = n wielomiany fi,..., f, sa p-niezalezne do-
ktadnie wtedy, gdy

k(xi)i"'7x£7f17"'7fn) :k(!IJl,...,.’Ijn).
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Woéwezas zachodzi rownosé

C(fl7~-~7fn) = /{5[131,...,$7L].

Pelna charakteryzacje p-baz w przypadku m = n przedstawia nastepujace twier-
dzenie Nousiainena ([6]).

Twierdzenie 1 Niech chark =p >0, fi1,..., fn € k[z1,...,2,]. Wowczas naste-
pujace warunki s¢ rownowazne:

(1) istniejg k-rozniczkowania dy, ..., d, algebry k[z1,...,x,] spelniajgce warunki
di(f;) = dij (symbol Kroneckera) dla dowolnych i, j,
(2) istniejg k-rézniczkowania dy, ..., d, algebry k[z1,...,x,] spelniajgce warunek

det(di(f;)) € k\ {0},

afi \ .
(3) macierz Jacobiego (&f) jest odwracalna,
J
(4) klz1,...,zn) =k[2], .. 2P, f1,. 0 fal,

(5) wielomiany f1,..., fn Stanowiq p-baze pierscienia klxy, ..., xy,)].

W celu przedstawienia warunkow na p-baze dla dowolnego m, oznaczmy przez

J{; ’fg; jakobian funkcji fi,..., fm wzgledem zmiennych z;,,...,z; :

0f1 of1

N

fioefm  —
J1711 ST . .

Ofm O fm

Orj,  Oxj,
Twierdzenie 2 Niech chark =p > 0, f1,..., fm € Ek[x1,...,2,]. Rozwaimy na-

stepujgce warunki:

() NWD (th oS -1<j1<~--<jm<n)=1,

TiprTim
(I1) wielomiany f1,..., fm stanowiq p-baze pierscienia C(f1,..., fm),

(I11)  wielomiany fi,..., fm sa p-niezalezne, NWD (f;,, fi,) = 1 dla dowolnych
i1 < ig oraz zaden z wielomiandw f1,..., fm nie jest podzielny przez kwadrat wie-

lomianu dodatniego stopnia, ani przez wielomian dodatniego stopnia, naleigcy do
k[zh, ... xP],

IV) wielomiany f1,..., fim sq¢ p-niezaleine, NWD Of; . 9t ) =1 dla dowol-
oz Ox

nego i oraz NWD (Jf‘“f’2 ;1< 1 <j2 < n) =1 dla dowolnych i1 < is.

Tj1:Tig0
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Wowczas miedzy powyzszymi warunkami zachodzq nastepujgce zaleznosci:

O =
\ 4
av) = (1.

Przy pewnych dodatkowych zalozeniach o wielomianach fi,..., f,, niektére z
rozwazanych warunkéw sa réwnowazne. Otoz, jesli fi, ..., f,, sa wektorami wla-
snymi pewnego k-rézniczkowania, a ich wartosci wlasne sg liniowo niezalezne nad
cialem prostym F,, to zachodza réwnowaznosci ([4]):

(1) & (III) < (IV).

W przypadku m = 1 Przyklad 1 pokazuje, ze implikacje (III) = (II) i (III) =
(IV) moga nie zachodzié. Latwo na tej podstawie podaé kontrprzyklad réwniez dla
m > 1. Implikacja (IV) = (II) tez moze nie zachodzié¢, co pokazuje nastepujacy
przyktad.

Przyklad 2 Wielomiany f1 =, fo =y, f3 = 2y + yz + 2z nalezgce do k[z,y, 2],
spelniajg warunek (IV), ale nie stanowiq p-bazy pierscienia C(f1, f2, f3) = k[z,y, 2].

Autor nie zna kontrprzykladu do implikacji (IT) = (IV), ani nawet do implikacji

(I1) = (I).
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RINGS OF CONSTANTS OF DERIVATIONS,
p-BASES AND JACOBIAN CONDITIONS

Summary. In this paper we discuss necessary and sufficient conditions for polyno-

mials f1,..., fm to form a p-basis of the minimal ring of constants of a derivation,
containing fi1,..., fm.
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