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KILKA PYTAN DOTYCZACYCH
ALGEBR WIELOMIANOWYCH

Piotr Jedrzejewicz (Torun)

Niech k bedzie dowolnym cialem. Przez k[zq,...,x,] oznaczmy k-algebre wie-
lomianéw n zmiennych. Rozwazmy dowolna liczbe pierwsza p.

Zauwazmy, ze pierscien B spelniajacy warunki
(%) klzh,...,2P] C B C klz1,...,2y)
jest k-algebra wielomianowa dokladnie wtedy, gdy jest generowany przez n elemen-
tow:
(%) B =Ek[f1,..., fn], gdzie f1,..., fn € k[x1,..., 24].

Warunek (*) ma istotne znaczenie, gdy charakterystyka ciala k jest réwna p — jest to
warunek konieczny na to, by B bylo pierscieniem statych pewnego k-rézniczkowania
algebry k[x1,...,2,].

Postawienie kilku pytan dotyczacych opisu k-algebr spelniajacych warunki (x)
i () jest celem niniejszego artykulu. Zacznijmy od oczywistego przykladu.

Przyktad 1 Pierscien ‘ _
B = k[z], ...,z

gdzie i1, ... ,in € {1,p}, spelnia warunki (x) i (xx).
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Powyzszy przyklad wyczerpuje wszystkie pierscienie spelniajace warunki (x)
i (%x) w dwoch przypadkach:

- gdy n= 17
— gdy zakladamy dodatkowo, ze fi,..., f, sa jednomianami ([4], Corollary 10).

Gdy n > 2 i p jest réwne charakterystyce ciala k, to pierécien
B = klal,x1 + xa, w3, ..., 1]

spelnia warunki (%) i (xx), ale nie jest postaci przedstawionej w Przykladzie 1.
Rozwazmy przyklad uogélniajacy ten przypadek.

Przyklad 2 Jesli chark = p, 0 < s < n oraz xj,,..., %5 ,Yst1,---,Yn jest bazqg
przestrzeni k-liniowej kxq + ...+ kx,, to pierscien

B = k[x;)l?'"axﬁ':uy.s#*la"'vyn}
spelnia warunki (x) i (*x).

Pierécien B z powyzszego przykladu jest podalgebra z gradacja algebry
klz1,...,2,]. Naturalne jest zatem nastepujace pytanie.

Pytanie I Czy Przyklad 2 opisuje wszystkie podalgebry z gradacjg algebry
klx1,...,zn], gdzie k jest cialem charakterystyki p, spelniajgce warunki (%) i (%)%

Mozna udowodnié¢ ([3]), ze odpowiedZ jest pozytywna w nastepujacych przy-
padkach:
- n =1, 2 (dowolne p),
—p =2, 3 (dowolne n),

-n=3,p<3T,
7n:4ap<7a
-n=25p<>o.

W przypadku, gdy k jest ciatlem charakterystyki p, dla dowolnej bazy v, ..., yn
przestrzeni k-liniowej kxq + ... + kx,, pierscien

B = k‘[y?w"7y§7ys+17"'ayn]a

gdzie 0 < s < n, spelnia warunki (%) i (x*). Nietrudno jednak zauwazyé, ze ten
pierécien mozna przedstawi¢ w postaci z Przykladu 2. Jesli natomiast zamiast li-
niowej zamiany zmiennych rozwazymy dowolny automorfizm algebry wielomiandw:
T1 — Y1,-..,Tn — Yn, t0 otrzymany pierscien moze juz nie byé¢ podalgebra z
gradacja algebry k[z1, ..., z,]. Jako przyklad mozna tu podaé

— p p+1
B = kl[z], o+ 27,3, .., 2p),

gdzie n > 2.
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Przyklad 3 Jesli chark = p oraz elementy yi,...,yn generujo k-algebre
klx1,...,xzy], to pierscien

B = k[yfa""y§7ys+1a'~~ayn]
gdzie 0 < s < n, spelnia warunki (x) i ().

Gdy chark = p i n = 2, to kazdy pierécien spelniajacy warunki (x) i (xx) jest
postaci przedstawionej w powyzszym przykladzie. Zostalo to udowodnione przez
R. Ganonga w [1] dla ciata algebraicznie domknietego, a nastepnie uogélnione przez
D. Daigla w [2] na przypadek dowolnego ciala. Nasuwa sie pytanie, czy fakt ten
zachodzi réwniez dla n > 3.

Pytanie II Czy jesli chark = p, to Przyklad 3 opisuje wszystkie pierscienie spel-
niajgee warunki (x) i (x*)?

Co mozemy zrobié, gdy p nie jest réwne charakterystyce ciala k7 W tym przy-
padku konstrukcje z Przyktadow 2 i 3 zawodza — otrzymane pierscienie nie musza
spelniaé¢ warunku (x).

Pytanie 111 Czy jesli char k # p, to Przyklad 1 opisuje wszystkie pierscienie spel-
niajgce warunki (x) i (xx)?
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A FEW QUESTIONS ABOUT POLYNOMIAL ALGEBRAS

Summary. Let k be a field and k[z1, ..., x,] a polynomial k-algebra. We ask about
a description of polynomial subalgebras of k[z1,...,z,], containing k[z}, ..., 22],
where p is a prime number. We are interested in the following three cases: a) p #
char k, b) graded subalgebras in case of char k = p, ¢) arbitrary subalgebras in case
of chark = p.
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