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Wstep

Wazna role w teorii niezmiennikéw odgrywa nastepujace twierdzenie Chevalleya
— Shepharda — Todda ([1], 4.2.5; [2], 18.1). Przypomnijmy, ze automorfizm g prze-
strzeni liniowej V nazywamy pseudo-odbiciem, jesli ma warto$¢ wlasnag 1, ktérej
krotno$¢ wynosi dim V' —1. Przez S(V') oznaczamy algebre symetryczna przestrzeni
liniowej V.

Twierdzenie. Niech V bedzie przestrzenig liniowq nad ciatem k. Niech G bedzie
skoniczong podgrupa grupy GL(V'). Zaldzmy, Ze rzqd grupy G nie dzieli sie¢ przez
charakterystyke ciala k. Wowczas algebra niezmiennikéw S(V)Y jest algebrg wie-
lomianowq dokladnie wtedy, gdy grupa G jest generowana przez pseudo-odbicia.

W dowodzie implikacji ,=" tego twierdzenia bada si¢ szereg Poincaré P(T')
algebry niezmiennikéw, wykorzystujac nastepujacy wzér Moliena ([1], 4.1.3; [2],
17.2):

1 1
PO = o1 2, i)
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W pewnych sytuacjach obserwujemy wyrazne analogie miedzy gradacjami al-
gebr a dzialaniami grup na algebrach. Odpowiednikiem algebry niezmiennikéw
dzialania jest sktadowa elementu neutralnego. Celem niniejszej pracy jest przedsta-
wienie odpowiednika wzoru Moliena dla gradacji algebry wielomianéw (Stwierdze-
nie 2) oraz przeprowadzenie dowodu metoda analogiczna do zastosowanej w twier-
dzeniu Chevalleya — Shepharda — Todda. Zaznaczmy, ze odpowiednie twierdzenie
dla gradacji (Twierdzenie 1) mozna udowodnié¢ bezposrednio ([3]), nie korzystajac z
szeregbw. Ponizszy dowdd przedstawiamy przede wszystkim jako nieco egzotyczny
przyktad zastosowania szeregdw o wspo6lezynnikach w algebrze grupowej (Stwier-
dzenia 2 i 5).

1 Definicje i oznaczenia

Niech k bedzie dowolnym cialem. Niech G bedzie grupa skonczong z notacja
multyplikatywng i elementem neutralnym e. Przez A bedziemy oznaczali algebre
wielomianéw k[z1, ..., Ty

Rozwazmy G-gradacje algebry A:

A=pa

geG

okreslong przez warunki z; € A9, ... x,, € A9™. Wowczas

A= as,

neZ
geaG

gdzie A9 jest przekrojem sktadowej A9 ze sktadowa stopnia n gradacji wyznaczonej
przez stopien wielomianu.

Mozemy, dla uproszczenia rozwazan, zatozyé, ze elementy g1,..., g, generuja
grupe G. Ich rzedy oznaczmy odpowiednio przez rq, ..., r,. Podgrupe generowana
przez elementy gi,...,Gi—1,Ji+1, - - - » gm Oznaczmy przez G;. Niech Gy = ﬂ:11 G;.
Indeks podgrupy G; w grupie G oznaczmy przez t;.

Odnotujmy nastepujace twierdzenie ([3]).

Twierdzenie 1 Skladowa A€ elementu neutralnego jest k-algebrg wielomianowq
dokladnie wtedy, gdy Go = {e}.

Przedstawimy dowdd implikacji ,,=" wykorzystujacy szeregi o wspotczynnikach
w algebrze grupowej QG. Rozwazanej gradacji odpowiada uogdlniony szereg Poin-
caré

s(T) =) " (dimy, A%)gT™.

n=0geG
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Zakladamy, ze skladowa A€ jest generowana przez m algebraicznie niezaleznych

wielomianéw jednorodnych ui, ..., %m;,, stopni, odpowiednio, dy, ..., d,,. Liczba
generatoréw jest rébwna m, gdyz ;' € A° dlai=1,...,m, czyli A jest catkowita
nad A°.

Dla kazdego g € G okreSlamy (zwykly) szereg Poincaré sktadowej A9:

o0

so(T) €QUTY,  5,(T) =Y (dimy AT

n=0

Woéwecezas

ST) =3 g-5,(D).

geG

2 Odpowiednik wzoru Moliena

Odnotujmy réwnosé, ktéra mozemy uznaé za odpowiednik wzoru Moliena, za-
chodzacego dla niezmiennikéw dziatan grup.

Stwierdzenie 2
m

1
T) = .
i=1
Dowéd. Jednomiany xlll -...-axlm speliajace warunki
h+...+lp=n i glll-..ugf,’;:g,

stanowia baze przestrzeni liniowej AY. Zatem

15 =1I>_ @D = > (@D ... (gaT)m =
, -9 -
=1 1=11;,=0 U1yl =0
:ZZ Z gi -...-gi;L”T":ZZ(dimkA%)gT":s(T).D
n=0g€G Iy,...,l,;, 20 n=0geG
li+...+lpm=n

l l
g1t gt =g

3 Fakty pomocnicze

Zgodnie z zalozeniem, szereg Poincaré skladowej A wyraza sie wzorem:

Stwierdzenie 3 ([1], 2.5.5; [2], 17.1)

i=1
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W dowodzie Stwierdzenia 5 skorzystamy z nastepujacego lematu.

Lemat 4 W algebrze grupowej QG zachodzg réwnosci:

et git. gt
@ ]I , =D
) ri el
i=1 geG
ri—1 m . ri—1
(b) (l—ri)e+(3—ri)gi+...+(ri—l)gi .H@+gj+---+gj _
27“1' . Tj
j=1
J#i
t;—1
—t; + 21 .
2|g| Z +210) Z: 9
geglGi

Dowéd. (a) Indukcja wzgledem m. Dlam = 1 grupa G jest cykliczna i réwnosé jest
oczywista. Niech rowno$¢ bedzie prawdziwa dla m. Rozwazmy grupe G generowana
przez m + 1 elementéw g1, ..., gm+1. Niech G’ bedzie podgrupa generowana przez
elementy g1, ...,gm. Niech t = (G : G’). Wéwczas:

7ﬁle—|—gi+...+g:i_l_ Z e+ gm+1 + - +9:r;n-ij—11 '
i=1 T led geq Tm+1
Tm41—1
Tm+1
DI R A< B D SUAL PO
T +1|G — gEg T +1|G t 9eG gEG

(b) Korzystajac z punktu (a) dla grupy G; oraz ze wzoru na sume wyrazéw ciggu
arytmetycznego, dostajemy:

-1

(1—r)e+ (B=r)gi+...+ (ri — 1)gl™! .ﬁe+gj+...+g§"
T

2Ti =1 j
J#i
1 ri—1 ri—1
= 1—r;+2l)g 17 +20 =
s S0 g T o= e S0 g
=0 Eer 1=0 9€gLG;

i—1
1 'tZ:1—r,»+21+1—7"i+2(l+7‘¢—t¢)_Tz" Z g

2TZ|GZ| 1—0 2 7 gEgﬁGi

t;—1

1
=2|G|Z —t;+2) Y g0

9€9.Gi
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W dowodzie Stwierdzenia 5 wykorzystamy nastepujaca technike rachunkowa.
Bedziemy przeksztalcali szereg formalny nalezacy do QG|[[T]] do postaci %, gdzie
a(T) jest wielomianem nalezacym do QG[T], a b(T) jest wielomianem nalezacym
do Q[T], spelniajacym warunek b(1) # 0.

Jezeli dwa szeregi formalne w pierécieniu QG|[[T]] sa réwne i kazdy z nich prze-

ksztalcimy do opisanej postaci Z((%) , to w otrzymanej réwnosci mozemy podstawic

T =1, i dostaniemy réwnos¢ elementéw algebry QG.

Stwierdzenie 5 dostarcza wzoréw analogicznych do znanych wzoréw dla nie-
zmiennikéw dzialan grup ([1], 4.1.5, 4.1.6; [2], 17.4).

Stwierdzenie 5

@ 11=Td
(b) Z(ti -1)= ' (di —1).

Dowdd. (a) Na mocy Stwierdzenia 2 zachodzi réwnosé

m l—T .
[ = X o1, (1)
geG

i=1

Zauwazmy, ze po lewej stronie otrzymujemy

1-T 1—(gT)" 1-T 1+gT+... +(gT) "

1—gT 1—¢T 1-Tri  14+T+...+Tr"1 7
wiec z Lematu 4a
o 1T retgit.. gt 1 3
7 =1l , =G Y
i=1 1—gT T—1 i=1 T |G| geG
7 prawej strony, w sktadniku odpowiadajacym g = e
7 1-T 1 1
1-T)"s.(T) = =
( )" 5e(T) EI—T% z1;[11+T+...+Tfli—1

podstawiamy T = 1 i, porownujac ze skladnikiem z lewej strony, dostajemy
I ﬁ 1
Gl Lt d;
=1

(b) Niech wy(T) = (1 —T)™s4(T). Z punktu (a) mamy

m

1+ g¢T+...+ (gT) 1
I1 1+ T+ ... 4771 =D guy(T).
=1 geG
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Roézniczkujemy lewq strone, podstawiamy 7' = 1 i korzystamy z Lematu 4b:

m /
H 1 +giT+ oot (g,;T)“”l
Pl 1+T+...+Tr"1

T=1

g [l 2T = Do) (A T T
= (A4+T+.. . +Tri—1)2

(42T (= D)T ) (A4 g T+ (D))
(1+T+...4Trm1)2

ﬁ 1+g,T+.. .+ (1)}
1+T+ ... +Tr 1 |,

j_

J#i
_ 1
:i<1—n»>e+<3—mgi+...+<n-—1)9?1 ﬁewﬁ g
‘ 27‘2' ; Tj
i=1 j=1
i
ti—1
—t;+21 .
2|g| Z i +20) Z 9
9€9;G;

Otrzymany wspotczynnik przy g = e przyrownujemy do wspdlczynnika po prawej
stronie:

@\~

m , m 1 '
gl_t we (T ))|T‘1:<£[11+T+...+Tdi1>

T=1

727":7(1+2T+...+(di71)Tdi*2) ﬁ 1
i 14+T+ ... +T4! S T T T

1=

=

i=1 j=1
Zatem uwzgledniajac, ze |G| =[]/, d;, otrzymujemy:

m m

d(ti—1)=> (di—1).0

=1 i=1
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4 Dokonczenie dowodu
Zauwazmy, ze
ﬂ Gl/GO = GQ/GQ = {E},
i=1

gdzie € jest warstwa elementu e w grupie ilorazowej G/Gg. Zatem dla gradacji
grupa G/Gy, otrzymanej z gradacji grupa G, mozemy zastosowaé implikacje ,,<”
Twierdzenia 1.

Whiosek 6 Algebra A° jest generowana przez m algebraicznie niezaleinych wie-
lomianow jednorodnych. [

Dokoniczmy dowéd implikacji ,,=” Twierdzenia 1.

Dowd6d. Jednorodne generatory uq, ..., u,, algebry A€ maja stopnie dy, ..., d,.
Niech vq, ..., v, beda algebraicznie niezaleznymi jednorodnymi generatorami alge-
bry A€, stopni di, ..., d,,. Dla rozwazanej G/Gy-gradacji mamy

t/i = (G/Go . Gl/Go) = (G . Gl) = ti,

wigc dostajemy (Stwierdzenie 5):

D=1 =Y (-1 = > (1) =D (d— D),

[ =16/Gol < |Gl =]
i=1 =1

Ponadto A¢ C A°. Rozumujac identycznie jak w [1], 4.2.11, lub [2], 18.5, otrzy-
mujemy réwnosé d; = d; dla i = 1,...,m, z ktérej wynika, ze |G/Go| = |G|, czyli

Go = {e}. O
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ON SOME APPLICATION
OF THE GENERALIZED POINCARE SERIES

Summary. Let A° be the unit component of a homogeneous grading of a po-
lynomial algebra A. We present a proof of a sufficient condition for A° to be a
polynomial algebra, using an analog of Molien Formula for power series with coef-
ficients in a group algebra.

todz, 10 — 14 stycznia 2005 r.



