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f= Z anx” € k[[x1, ..., xn]]
aeN"
definiujemy jego wieloscian Newtona

A(f) := conv U (a +RLy).
aa#0
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Niech k bedzie ciatem. Dla niezerowego szeregu

f= Z anx” € k[[x1, ..., xn]]

aeN"

definiujemy jego wieloscian Newtona

A(f) := conv U (a +RLy).

aa#0
Dla § € RY zbidr
A(F) = {a € A(f): (€,a) = min (€, b}}

bEA(F)

nazywamy Sciang wieloscianu Newtona A(f).



Krawedzie luzne wieloscianéw Newtona

LDefinicje i oznaczenia

Niech k bedzie ciatem. Dla niezerowego szeregu
f= Z anx” € k[[x1, ..., xn]]
aeN"
definiujemy jego wieloscian Newtona
A(f) := conv U (a +RLy).
aa#0
Dla § € RY zbidr
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LDefinicje i oznaczenia

Niech k bedzie ciatem. Dla niezerowego szeregu
f= Z anx” € k[[x1, ..., xn]]
aeN"
definiujemy jego wieloscian Newtona
A(f) := conv U (a +RLy).
aa#0
Dla § € RY zbidr

A(F):={ae A(f): (&,a) = min (£, b

(f) { (F):(€:3) = min (€. >}
nazywamy Sciang wieloscianu Newtona A(f). Sciane o wymiarze 0
nazywamy wierzchotkiem, a éciane o wymiarze 1 nazywamy krawe-
dzig. KrawedzZ zwartg nazywamy luzna, jesli nie jest zawarta w zad-
nej zwartej scianie wymiaru > 2.
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Krawedzie luzne wieloscianéw Newtona

LDefinicje i oznaczenia

Wieloécian Newtona nazywamy wielokatnym, gdy wszystkie jego
krawedzie zwarte s3 luzne.
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W przypadku dwuwymiarowym wszystkie krawedzie zwarte wielo-
$cianu Newtona s3 luzne.
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Restrykacja symboliczng szeregu

f= Z anx® € k[[x1, ..., xn]]
aeN”?

do zwartej éciany A := A(f)¢ nazywamy wielomian

f|A = Z agx® € Ik[Xl, . ,X,,].
acANN"
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Restrykacja symboliczng szeregu

f= Z anx® € k[[x1, ..., xn]]
aeN”?

do zwartej éciany A := A(f)¢ nazywamy wielomian

f|A = Z agx® € Ik[Xl, . ,X,,].
acANN"

Odcinek E C R” nazywamy opadajacym, jesli jest réwnolegty do
takiego wektora (c1,...,¢ch-1,¢n), ze ¢; =2 0dlai=1,....,n—1
oraz ¢, < 0.
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Szereg f € C[[x, y]] przedstawmy za pomoca sumy swoich skfado-
wych jednorodnych f = fy + f411 + - - - , gdzie indeks oznacza sto-
pien danego wielomianu.
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Twierdzenie

Jesli f jest nierozktadalny w C[[x, y]], to fy jest potega pewnej for-
my liniowej.
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L Krawedzie luzne a nierozktadalnosé

Szereg f € C[[x, y]] przedstawmy za pomoca sumy swoich skfado-
wych jednorodnych f = fy + f411 + - - - , gdzie indeks oznacza sto-
pien danego wielomianu.

Twierdzenie

Jesli f jest nierozktadalny w C[[x, y]], to fy jest potega pewnej for-
my liniowej.

W pierécieniu k[[x, y]] ustalmy w-wage w(x'y/) := ni + mj dla
n,m € Z~q. Dla szeregu 0 # F € k[x, y] rozwazmy jego rozktad
na skfadowe w—quasi-jednorodne

F:Fa+b+Fa+b+1+...,

gdzie indeks oznacza w-wage danego wielomianu.
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| Twierdzenie qt)

Jesli F,ip = fagp, gdzie fa, gp € K[x,y| sa quasi-jednorodne oraz
wzglednie pierwsze, to istnieja takie szeregi f, g € Kk[x, y],

f=fotfap+...,

g=8 t8&+1+-...,

ze F = fg. Ponadto, jesli f, jest nierozktadalny w k[x, y], to f jest
nierozkfadalny w k[[x, y]].
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LKrawzgdzie luzne a nierozktadalnosé

Jesli F,ip = fagp, gdzie fa, gp € K[x,y| sa quasi-jednorodne oraz
wzglednie pierwsze, to istnieja takie szeregi f, g € Kk[x, y],

f:fa—f_fa-i-l'i_...a

g=8 t8&+1+-...,

ze F = fg. Ponadto, jesli f, jest nierozktadalny w k[x, y], to f jest
nierozkfadalny w k[[x, y]].

Twierdzenie (E. Garcia Barroso, P. Gonzalez Pérez, 2005)

Jesli szereg nierozktadalny ¢ € C{x,...,x,} ma wielokatny wielo-
scian Newtona A(¢), to A(¢) ma tylko jedna krawedz zwarta E
oraz ¢|g jest potega pewnego wielomianu nierozkfadalnego z pier-
scienia C[x1, . .., Xn].
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Twierdzenie (G. Rond, B. Schober, 2017)

Niech P € Kk[xi,...,xa][y] bedzie wielomianem Weierstrassa sto-
pnia d. Zatézmy, ze wieloscian Newtona A(P) ma krawedz luzng T
o koricu (0,...,0,d) oraz P|r jest iloczynem dwéch wzglednie
pierwszych wielomianéw unitarnych S1, Sy € K[xi, ..., xp|[y] sto-
pni di, d» odpowiednio. Wtedy istnieja takie dwa wielomiany We-
ierstrassa Py, Py € k[xi,...,xn][y] stopni di, d» odpowiednio, ze
i) P= PPy,
ii) istnieje co najmniej jedno i € {1,2}, dla ktérego A(P;) ma
krawedz luzng T'; o koncu (0,...,0,d;) réwnolegta do I' oraz
Pilr, = Si.
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L Krawedzie luzne a nierozktadalnosé

Twierdzenie (J. Gwozdziewicz, B.H., 2018)

Zatézmy, ze f € K[[x1, ..., xn]] jest szeregiem, ktérego wieloscian
Newtona A(f) ma krawedz luzng E. Jesli f|g jest iloczynem
dwéch wzglednie pierwszych wielomianéw G, H € Kk[xi, ..., xp]
oraz G nie jest podzielny przez zadna zmienna, to istnieja takie
szeregi g, h € Kk[[x1,...,xn]], ze f = gh, glg, = G, h|g, = H oraz
E = FE + E.

Krawedz E; jest krawedzig luzng wieloscianu Newtona A(g) réw-
nolegta do E, natomiast E; jest zwartg krawedzig wieloscianu New-
tona A(h), ktéra jest krawedzig luzng réwnolegta do E albo wierz-
chotkiem w przypadku gdy H jest jednomianem.
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L Krawedzie luzne a nierozktadalnosé

Jesli wieloscian Newtona szeregu f € k[[x1,. .., xs]] ma krawedz
luzna E i co najmniej trzy wierzchotki, to f jest rozktadalny.
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LKrawzgdzie luzne a nierozktadalnosé

Jesli wieloscian Newtona szeregu f € k[[x1,. .., xs]] ma krawedz
luzna E i co najmniej trzy wierzchotki, to f jest rozktadalny.

Whiosek

Zatézmy, ze wieloscian Newtona szeregu f € k[[x1, ..., x5]] ma
krawed? luzna. Jesli f jest nierozktadalny, to E jest jedyna krawe-
dzig luzna wieloscianu Newtona A(f) oraz f|g = cF, gdzie F jest
nierozkfadalny w k[x1, ..., x,]. Ponadto, jesli ciato k jest algebra-
icznie domknigte, to f|g = (ax™ + bx")¥, gdzie o — 3 € 7" jest
wektorem prymitywnym.
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L Krawedzie luzne a nierozktadalnosé

Twierdzenie (J. Gwozdziewicz, B. H., 2018)

Niech f € Kk[[x1, ..., xn—1]][xn]. Zatézmy, Ze wieloscian Newtona
A(f) ma opadajaca krawedz luzng E. Jesli f|g jest iloczynem
dwéch wzglednie pierwszych wielomianéw G, H € k[xi, ..., xn],
gdzie G jest unitarny ze wzgledu na zmienna x,, to istnieja jedyne
takie wielomiany g, h € K[[x1, ..., xn—1]][xn], Ze f = gh, wielomian
g jest unitarny, glg, = G, h|g, = H oraz E = E; + E».
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R - regularny pierscien lokalny
m - ideat maksymalny pierécienia R
K := R/m - ciato rezydualne pierscienia R

R - uzupetnienie m-adyczne pierécienia R
(x1,...,xn) - regularny ukfad parametréw pierscienia R
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R - regularny pierscien lokalny
m - ideat maksymalny pierécienia R
K := R/m - ciato rezydualne pierscienia R

R - uzupetnienie m-adyczne pierécienia R
(x1,...,xn) - regularny ukfad parametréw pierscienia R

Dla kazdego elementu pierscienia f € R istnieje doktadnie jeden
skonczony zbiér indekséw J C N", dla ktdérego
(i) {x*:«a € J} jest minimalnym zbiorem generatoréw ideatu
(x*:ael),
(i) f =3 penn aaX®, gdzie a, ¢ m dla o € J oraz a, =0 dla
ad J.
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Dla niezerowego elementu f =} cyn aoX® € R definiujemy jego
wieloscian Newtona

A(f) :=conv | J (o +RZ).
aa7#0
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L Krawedzie luzne a nierozktadalnosé

Dla niezerowego elementu f =} cyn aoX® € R definiujemy jego
wieloscian Newtona

A(f) :=conv | J (o +RZ).
aa7#0

Restrykacja symboliczng elementu f =} -yn aaX® € R do zwar-
tej éciany A := A(f)¢ nazywamy wielomian

flar= 3 23X €K[X, ..., X,
aEANN"

gdzie 3, jest obrazem a, w ciele rezydualnym K pierscienia R.
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Twierdzenie (R. Schober, 2018)

Niech R bedzie regularnym pierscieniem lokalnym oraz niech f € R
bedzie niezerowym elementem pierscienia R. Zatézmy, ze wielo-
scian Newtona A(f) ma krawedz luzna E. Jesli f|g jest iloczynem
dwéch wzglednie pierwszych wielomianéw G oraz H, gdzie G nie
jest podzielny przez zadna zmienng, to istnieja takie elementy g,
heR, ze f =ghwR oraz gle, = G, h|g, = H dla pewnych E;,
E,, gdzie E = E; + E;.
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Twierdzenie (R. Schober, 2018)

Niech R bedzie regularnym pierscieniem lokalnym oraz niech f € R
bedzie niezerowym elementem pierscienia R. Zatézmy, ze wielo-
scian Newtona A(f) ma krawedz luzna E. Jesli f|g jest iloczynem
dwéch wzglednie pierwszych wielomianéw G oraz H, gdzie G nie
jest podzielny przez zadna zmienng, to istnieja takie elementy g,
heR, ze f =ghwR oraz gle, = G, h|g, = H dla pewnych E;,
E,, gdzie E = E; + E;.

Jesli wieloscian Newtona f € R ma krawedZ luZzna i co najmniej
trzy wierzchotki, to f jest rozkfadalny w R.
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L Krawedzie luzne a nierozktadalnosé

Zatézmy, ze wieloscian Newtona elementu f € R ma krawedZz luzna
E. Jesli f jest nierozktadalny w R, to E jest jedyna zwarta krawe-
dzig wieloscianu A(f) oraz f|g = cF¥, gdzie F € K[X,. .., X,]
Jjest nierozktadalnym wielomianem. Ponadto, jesli ciato rezydualne
K jest algebraicznie domkniete, to f|g = (aX® + bXP)¥, gdzie

a — B € 7" jest wektorem prymitywnym.



Krawedzie luzne wieloscianéw Newtona

LKrawzgdzie luzne a nierozktadalnosé

Twierdzenie (R. Schober, 2018)

Niech R bedzie regularnym pierscieniem lokalnym oraz f € R[Y].
Zatézmy, ze wieloscian Newtona A(f) C ]R"+1 ma opadajaca kra-
wedz luzng E. Jesli f|g jest iloczynem dwoch wzglednie pierwszych
wielomianéw G, H € K[Xq, ..., X,][Y], gdzie G jest unitarny, to
istniejg takie g, h € /?[Y] ze f = gh, g jest wielomianem unitar-
nym oraz g|g, = G, h|g, = H dla pewnych E;, E>, E = E; + E>.
Ponadto, jesli R = K[xi,...,xa], to g oraz h s3 wyznaczone jed-
noznacznie.
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Zatbézmy, ze wieloscian Newtona szeregu f € k[[x1, ..., xp]] ma
krawedz luzng E o koncach a, b.
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Zatbézmy, ze wieloscian Newtona szeregu f € k[[x1, ..., xp]] ma
krawedz luzng E o koncach a, b. Niech &1,...,&,-1 € N" beda
liniowo niezalezne oraz prostopadte do luznej krawedzi E.
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L Krawedzie luzne a nierozktadalnosé

Zatbézmy, ze wieloscian Newtona szeregu f € k[[x1, ..., xp]] ma
krawedz luzng E o koncach a, b. Niech &1,...,&,-1 € N" beda
liniowo niezalezne oraz prostopadte do luznej krawedzi E. Dla
jednomianu x® wektor

wx) = ({1, ), -+, (€n1,0))

nazywamy waga jednomianu x“. Wtedy

Kk[[x1,-..,xn]] = @ Rw,

weNn—1

gdzie R,, jest przestrzeniag wektorowa rozpieta na jednomianach
o wadze w. Wtedy dim R,, < oo.
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L Krawedzie luzne a nierozktadalnosé

Zatbézmy, ze wieloscian Newtona szeregu f € k[[x1, ..., xp]] ma
krawedz luzng E o koncach a, b. Niech &1,...,&,-1 € N" beda
liniowo niezalezne oraz prostopadte do luznej krawedzi E. Dla
jednomianu x® wektor

wx) = ({1, ), -+, (€n1,0))

nazywamy waga jednomianu x“. Wtedy

Kk[[x1,-..,xn]] = @ Rw,

weNn—1

gdzie R,, jest przestrzeniag wektorowa rozpieta na jednomianach
o wadze w. Wtedy dim R,, < co. Rozwazmy zbiér M C N™~1
ztozony ze wszystkich elementéw z € N1, dla ktérych istnieje
takie v € Z", ze w(x®) = z oraz (£, @) > 0 dla kazdego wektora
§ € RY, prostopadtego do E.
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Niech ¢ € A(f), £ € RY,. Jesli (€, a) = (£, b), to (§,c) > (£, a).
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Niech c € A(f), £ € RL,. Jesli (§,a) = (&, b), to (§,¢c) > (&, a).

Lemat

Niech G € Ry, oraz H € R, beda wzglednie pierwsze. Jesli G nie
jest podzielny przez zadna zmienna, to dla kazdego i € M

GRZ-H + HRW—H = Rw+z+i-



Krawedzie luzne wieloscianéw Newtona

L Krawedzie luzne a nierozktadalnosé

Niech c € A(f), £ € RL,. Jesli (§,a) = (&, b), to (§,¢c) > (&, a).

Lemat

Niech G € Ry, oraz H € R, beda wzglednie pierwsze. Jesli G nie
jest podzielny przez zadna zmienna, to dla kazdego i € M

GRZ-H + HRW—H = Rw+z+i-



Krawedzie luzne wieloscianéw Newtona

L Krawedzie luzne a nierozktadalnosé

Literatura |

[1]

2]

3]

E. Artal Bartolo, I. Luengo, and A. Melle-Hernandez,
High-school algebra of the theory of dicritical divisors:
Atypical fibres for special pencils and polynomials, Journal of
Algebra and Its Applications, 14.09 (2015), 15400009.

N. Bourbaki, Eléments de mathematique. Fasc. XXXI. Algébre
commutative. Chapitre 7: Diviseurs, Actualités Scientifiques
et Industrielles, No. 1314 Hermann, Paris 1965 iii+146 pp.

V. Cossart and O. Piltant, Resolution of Singularities of
Arithmetical Threefolds |1, to appear in Journal of Algebra,
available on arXiv:1412.0868.



Krawedzie luzne wieloscianéw Newtona

L Krawedzie luzne a nierozktadalnosé

Literatura |l

[4] E. Garcia Barroso and P. Gonzalez Pérez, Decomposition in
bunches of the critical locus of a quasi-ordinary map,
Compos. Math. 141 no. 2 (2005), 461-486. DOI:
10.1112/S0010437X04001216.

[5] J. Gwozdziewicz and B. Hejmej, Loose edges, preprint 2018,
arXiv:1807.04944

[6] A. Lipkovski, Newton polyhedra and irreducibility, Math. Z.
199 (1988), no. 1, 119-127.

[7] A. Parusinski and G. Rond, The Abhyankar-Jung Theorem,
Journal of Algebra 365 (2012), 29-41.



Krawedzie luzne wieloscianéw Newtona

L Krawedzie luzne a nierozktadalnosé

Literatura Il

[8] G. Rond and B. Schober, An irreducibility criterion for power
series, Proceedings of the American Mathematical Society,
Volume 145, Number 11 (2017), 4731-4739,
doi.org/10.1090/proc/13635.

[9] B. Schober, Generalized Loose Edge Factorization Theorems,
preprint 2018, arXiv:1808.09587.



	Definicje i oznaczenia
	Krawedzie luzne a nierozkładalnosc

