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Krawędzie luźne wielościanów Newtona

Definicje i oznaczenia

Niech k będzie ciałem.

Dla niezerowego szeregu

f =
∑
α∈Nn

aαx
α ∈ k[[x1, . . . , xn]]

definiujemy jego wielościan Newtona

∆(f ) := conv
⋃

aα 6=0

(α + Rn
­0).

Dla ξ ∈ Rn
­0 zbiór

∆(f )ξ :=

{
a ∈ ∆(f ) : 〈ξ, a〉 = min

b∈∆(f )
〈ξ, b〉

}

nazywamy ścianą wielościanu Newtona ∆(f ). Ścianę o wymiarze 0
nazywamy wierzchołkiem, a ścianę o wymiarze 1 nazywamy krawę-
dzią. Krawędź zwartą nazywamy luźną, jeśli nie jest zawarta w żad-
nej zwartej ścianie wymiaru ­ 2.
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Krawędzie luźne wielościanów Newtona

Definicje i oznaczenia

W przypadku dwuwymiarowym wszystkie krawędzie zwarte wielo-
ścianu Newtona są luźne.



Krawędzie luźne wielościanów Newtona

Definicje i oznaczenia

Restrykacją symboliczną szeregu

f =
∑
α∈Nn

aαx
α ∈ k[[x1, . . . , xn]]

do zwartej ściany A := ∆(f )ξ nazywamy wielomian

f |A :=
∑

α∈A∩Nn

aαx
α ∈ k[x1, . . . , xn].

Odcinek E ⊂ Rn nazywamy opadającym, jeśli jest równoległy do
takiego wektora (c1, . . . , cn−1, cn), że ci ­ 0 dla i = 1, . . . , n − 1
oraz cn < 0.
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Krawędzie luźne wielościanów Newtona

Krawędzie luźne a nierozkładalność

Szereg f ∈ C[[x , y ]] przedstawmy za pomocą sumy swoich składo-
wych jednorodnych f = fd + fd+1 + · · · , gdzie indeks oznacza sto-
pień danego wielomianu.

Twierdzenie

Jeśli f jest nierozkładalny w C[[x , y ]], to fd jest potęgą pewnej for-
my liniowej.

W pierścieniu k[[x , y ]] ustalmy ω–wagę ω(x iy j) := ni + mj dla
n,m ∈ Z>0. Dla szeregu 0 6= F ∈ k[[x , y ]] rozważmy jego rozkład
na składowe ω–quasi-jednorodne

F = Fa+b + Fa+b+1 + . . . ,

gdzie indeks oznacza ω-wagę danego wielomianu.
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Krawędzie luźne wielościanów Newtona

Krawędzie luźne a nierozkładalność

Twierdzenie ([1])

Jeśli Fa+b = fagb, gdzie fa, gb ∈ k[x , y ] są quasi-jednorodne oraz
względnie pierwsze, to istnieją takie szeregi f , g ∈ k[[x , y ]],

f = fa + fa+1 + . . . ,

g = gb + gb+1 + . . . ,

że F = fg . Ponadto, jeśli fa jest nierozkładalny w k[x , y ], to f jest
nierozkładalny w k[[x , y ]].

Twierdzenie (E. Garćıa Barroso, P. González Pérez, 2005)

Jeśli szereg nierozkładalny φ ∈ C{x1, . . . , xn} ma wielokątny wielo-
ścian Newtona ∆(φ), to ∆(φ) ma tylko jedną krawędź zwartą E
oraz φ|E jest potęgą pewnego wielomianu nierozkładalnego z pier-
ścienia C[x1, . . . , xn].
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Krawędzie luźne wielościanów Newtona

Krawędzie luźne a nierozkładalność

Twierdzenie (G. Rond, B. Schober, 2017)

Niech P ∈ k[[x1, . . . , xn]][y ] będzie wielomianem Weierstrassa sto-
pnia d . Załóżmy, że wielościan Newtona ∆(P) ma krawędź luźną Γ
o końcu (0, . . . , 0, d) oraz P|Γ jest iloczynem dwóch względnie
pierwszych wielomianów unitarnych S1, S2 ∈ k[x1, . . . , xn][y ] sto-
pni d1, d2 odpowiednio. Wtedy istnieją takie dwa wielomiany We-
ierstrassa P1, P2 ∈ k[[x1, . . . , xn]][y ] stopni d1, d2 odpowiednio, że

i) P = P1P2,

ii) istnieje co najmniej jedno i ∈ {1, 2}, dla którego ∆(Pi ) ma
krawędź luźną Γi o końcu (0, . . . , 0, di ) równoległą do Γ oraz
Pi |Γi

= Si .



Krawędzie luźne wielościanów Newtona

Krawędzie luźne a nierozkładalność

Twierdzenie (J. Gwoździewicz, B.H., 2018)

Załóżmy, że f ∈ k[[x1, . . . , xn]] jest szeregiem, którego wielościan
Newtona ∆(f ) ma krawędź luźną E . Jeśli f |E jest iloczynem
dwóch względnie pierwszych wielomianów G ,H ∈ k[x1, . . . , xn]
oraz G nie jest podzielny przez żadną zmienną, to istnieją takie
szeregi g , h ∈ k[[x1, . . . , xn]], że f = gh, g |E1 = G , h|E2 = H oraz
E = E1 + E2.

Krawędź E1 jest krawędzią luźną wielościanu Newtona ∆(g) rów-
noległą do E , natomiast E2 jest zwartą krawędzią wielościanu New-
tona ∆(h), która jest krawędzią luźną równoległą do E albo wierz-
chołkiem w przypadku gdy H jest jednomianem.



Krawędzie luźne wielościanów Newtona

Krawędzie luźne a nierozkładalność

Wniosek

Jeśli wielościan Newtona szeregu f ∈ k[[x1, . . . , xn]] ma krawędź
luźną E i co najmniej trzy wierzchołki, to f jest rozkładalny.

Wniosek

Załóżmy, że wielościan Newtona szeregu f ∈ k[[x1, . . . , xn]] ma
krawędź luźną. Jeśli f jest nierozkładalny, to E jest jedyną krawę-
dzią luźną wielościanu Newtona ∆(f ) oraz f |E = cF k , gdzie F jest
nierozkładalny w k[x1, . . . , xn]. Ponadto, jeśli ciało k jest algebra-
icznie domknięte, to f |E = (axα + bxβ)k , gdzie α− β ∈ Zn jest
wektorem prymitywnym.
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Krawędzie luźne a nierozkładalność

Twierdzenie (J. Gwoździewicz, B. H., 2018)

Niech f ∈ k[[x1, . . . , xn−1]][xn]. Załóżmy, że wielościan Newtona
∆(f ) ma opadającą krawędź luźną E . Jeśli f |E jest iloczynem
dwóch względnie pierwszych wielomianów G ,H ∈ k[x1, . . . , xn],
gdzie G jest unitarny ze względu na zmienną xn, to istnieją jedyne
takie wielomiany g , h ∈ k[[x1, . . . , xn−1]][xn], że f = gh, wielomian
g jest unitarny, g |E1 = G , h|E2 = H oraz E = E1 + E2.



Krawędzie luźne wielościanów Newtona

Krawędzie luźne a nierozkładalność

R - regularny pierścień lokalny
m - ideał maksymalny pierścienia R
K := R/m - ciało rezydualne pierścienia R
R̂ - uzupełnienie m-adyczne pierścienia R
(x1, . . . , xn) - regularny układ parametrów pierścienia R

Twierdzenie ([3])

Dla każdego elementu pierścienia f ∈ R istnieje dokładnie jeden
skończony zbiór indeksów J ⊂ Nn, dla którego

(i) {xα : α ∈ J} jest minimalnym zbiorem generatorów ideału
〈xα : α ∈ J〉,

(ii) f =
∑
α∈Nn aαx

α, gdzie aα /∈ m dla α ∈ J oraz aα = 0 dla
α /∈ J.
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Krawędzie luźne a nierozkładalność

Dla niezerowego elementu f =
∑
α∈Nn aαx

α ∈ R definiujemy jego
wielościan Newtona

∆(f ) := conv
⋃

aα 6=0

(α + Rn
­0).

Restrykacją symboliczną elementu f =
∑
α∈Nn aαx

α ∈ R do zwar-
tej ściany A := ∆(f )ξ nazywamy wielomian

f |A :=
∑

α∈A∩Nn

aαX
α ∈ K[X1, . . . ,Xn],

gdzie aα jest obrazem aα w ciele rezydualnym K pierścienia R.
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Krawędzie luźne a nierozkładalność

Twierdzenie (R. Schober, 2018)

Niech R będzie regularnym pierścieniem lokalnym oraz niech f ∈ R
będzie niezerowym elementem pierścienia R. Załóżmy, że wielo-
ścian Newtona ∆(f ) ma krawędź luźną E . Jeśli f |E jest iloczynem
dwóch względnie pierwszych wielomianów G oraz H, gdzie G nie
jest podzielny przez żadną zmienną, to istnieją takie elementy g ,
h ∈ R̂, że f = gh w R̂ oraz g |E1 = G , h|E2 = H dla pewnych E1,
E2, gdzie E = E1 + E2.

Wniosek

Jeśli wielościan Newtona f ∈ R ma krawędź luźną i co najmniej
trzy wierzchołki, to f jest rozkładalny w R̂.
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Krawędzie luźne a nierozkładalność

Wniosek

Załóżmy, że wielościan Newtona elementu f ∈ R ma krawędź luźną
E . Jeśli f jest nierozkładalny w R̂, to E jest jedyną zwartą krawę-
dzią wielościanu ∆(f ) oraz f |E = cF k , gdzie F ∈ K[X1, . . . ,Xn]
jest nierozkładalnym wielomianem. Ponadto, jeśli ciało rezydualne
K jest algebraicznie domknięte, to f |E = (aXα + bX β)k , gdzie
α− β ∈ Zn jest wektorem prymitywnym.
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Krawędzie luźne a nierozkładalność

Twierdzenie (R. Schober, 2018)

Niech R będzie regularnym pierścieniem lokalnym oraz f ∈ R[Y ].
Załóżmy, że wielościan Newtona ∆(f ) ⊂ Rn+1

­0 ma opadającą kra-
wędź luźną E . Jeśli f |E jest iloczynem dwóch względnie pierwszych
wielomianów G ,H ∈ K[X1, . . . ,Xn][Y ], gdzie G jest unitarny, to
istnieją takie g , h ∈ R̂[Y ], że f = gh, g jest wielomianem unitar-
nym oraz g |E1 = G , h|E2 = H dla pewnych E1, E2, E = E1 + E2.
Ponadto, jeśli R = K[[x1, . . . , xn]], to g oraz h są wyznaczone jed-
noznacznie.
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Załóżmy, że wielościan Newtona szeregu f ∈ k[[x1, . . . , xn]] ma
krawędź luźną E o końcach a, b.

Niech ξ1, . . . , ξn−1 ∈ Nn będą
liniowo niezależne oraz prostopadłe do luźnej krawędzi E . Dla
jednomianu xα wektor

ω(xα) = (〈ξ1, α〉, . . . , 〈ξn−1, α〉)

nazywamy wagą jednomianu xα. Wtedy

k[[x1, . . . , xn]] =
⊕

w∈Nn−1

Rw ,

gdzie Rw jest przestrzenią wektorowa rozpiętą na jednomianach
o wadze w . Wtedy dimRw <∞. Rozważmy zbiór M ⊂ Nn−1

złożony ze wszystkich elementów z ∈ Nn−1, dla których istnieje
takie α ∈ Zn, że ω(xα) = z oraz 〈ξ, α〉 ­ 0 dla każdego wektora
ξ ∈ Rn

­0 prostopadłego do E .



Krawędzie luźne wielościanów Newtona

Krawędzie luźne a nierozkładalność

Załóżmy, że wielościan Newtona szeregu f ∈ k[[x1, . . . , xn]] ma
krawędź luźną E o końcach a, b. Niech ξ1, . . . , ξn−1 ∈ Nn będą
liniowo niezależne oraz prostopadłe do luźnej krawędzi E .

Dla
jednomianu xα wektor

ω(xα) = (〈ξ1, α〉, . . . , 〈ξn−1, α〉)

nazywamy wagą jednomianu xα. Wtedy

k[[x1, . . . , xn]] =
⊕

w∈Nn−1

Rw ,

gdzie Rw jest przestrzenią wektorowa rozpiętą na jednomianach
o wadze w . Wtedy dimRw <∞. Rozważmy zbiór M ⊂ Nn−1

złożony ze wszystkich elementów z ∈ Nn−1, dla których istnieje
takie α ∈ Zn, że ω(xα) = z oraz 〈ξ, α〉 ­ 0 dla każdego wektora
ξ ∈ Rn

­0 prostopadłego do E .



Krawędzie luźne wielościanów Newtona

Krawędzie luźne a nierozkładalność

Załóżmy, że wielościan Newtona szeregu f ∈ k[[x1, . . . , xn]] ma
krawędź luźną E o końcach a, b. Niech ξ1, . . . , ξn−1 ∈ Nn będą
liniowo niezależne oraz prostopadłe do luźnej krawędzi E . Dla
jednomianu xα wektor

ω(xα) = (〈ξ1, α〉, . . . , 〈ξn−1, α〉)

nazywamy wagą jednomianu xα.

Wtedy

k[[x1, . . . , xn]] =
⊕

w∈Nn−1

Rw ,

gdzie Rw jest przestrzenią wektorowa rozpiętą na jednomianach
o wadze w . Wtedy dimRw <∞. Rozważmy zbiór M ⊂ Nn−1

złożony ze wszystkich elementów z ∈ Nn−1, dla których istnieje
takie α ∈ Zn, że ω(xα) = z oraz 〈ξ, α〉 ­ 0 dla każdego wektora
ξ ∈ Rn

­0 prostopadłego do E .



Krawędzie luźne wielościanów Newtona

Krawędzie luźne a nierozkładalność

Załóżmy, że wielościan Newtona szeregu f ∈ k[[x1, . . . , xn]] ma
krawędź luźną E o końcach a, b. Niech ξ1, . . . , ξn−1 ∈ Nn będą
liniowo niezależne oraz prostopadłe do luźnej krawędzi E . Dla
jednomianu xα wektor

ω(xα) = (〈ξ1, α〉, . . . , 〈ξn−1, α〉)

nazywamy wagą jednomianu xα. Wtedy

k[[x1, . . . , xn]] =
⊕

w∈Nn−1

Rw ,

gdzie Rw jest przestrzenią wektorowa rozpiętą na jednomianach
o wadze w . Wtedy dimRw <∞.

Rozważmy zbiór M ⊂ Nn−1

złożony ze wszystkich elementów z ∈ Nn−1, dla których istnieje
takie α ∈ Zn, że ω(xα) = z oraz 〈ξ, α〉 ­ 0 dla każdego wektora
ξ ∈ Rn

­0 prostopadłego do E .



Krawędzie luźne wielościanów Newtona

Krawędzie luźne a nierozkładalność

Załóżmy, że wielościan Newtona szeregu f ∈ k[[x1, . . . , xn]] ma
krawędź luźną E o końcach a, b. Niech ξ1, . . . , ξn−1 ∈ Nn będą
liniowo niezależne oraz prostopadłe do luźnej krawędzi E . Dla
jednomianu xα wektor

ω(xα) = (〈ξ1, α〉, . . . , 〈ξn−1, α〉)

nazywamy wagą jednomianu xα. Wtedy

k[[x1, . . . , xn]] =
⊕

w∈Nn−1

Rw ,

gdzie Rw jest przestrzenią wektorowa rozpiętą na jednomianach
o wadze w . Wtedy dimRw <∞. Rozważmy zbiór M ⊂ Nn−1

złożony ze wszystkich elementów z ∈ Nn−1, dla których istnieje
takie α ∈ Zn, że ω(xα) = z oraz 〈ξ, α〉 ­ 0 dla każdego wektora
ξ ∈ Rn

­0 prostopadłego do E .



Krawędzie luźne wielościanów Newtona

Krawędzie luźne a nierozkładalność

Lemat

Niech c ∈ ∆(f ), ξ ∈ Rn
­0. Jeśli 〈ξ, a〉 = 〈ξ, b〉, to 〈ξ, c〉 ­ 〈ξ, a〉.

Lemat

Niech G ∈ Rw oraz H ∈ Rz będą względnie pierwsze. Jeśli G nie
jest podzielny przez żadną zmienną, to dla każdego i ∈ M

GRz+i + HRw+i = Rw+z+i .
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