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1 Wstep

Funkcje ¢ : U — R ciagla w zbiorze otwartym U C R nazywamy funkcja al-
gebraiczna gdy istnieje niezerowy wielomian dwéch zmiennych P(z,y) taki, ze
P(z,¢(z)) =0dlaz € U.

W pracy doktorskiej [1] Ali Abdulkarim El-Siblani udowodnil nastepujace twier-
dzenie ktére podajemy tutaj we wzmocnionej formie:

Twierdzenie 1.1 Jesli ¢ jest funkcja algebraiczna spelniajaca réownanie wielomia-
nowe stopnia d > 1 posiadajaca ciagte pochodne do rzedu L(d—1)(d—2)+1 wiacznie
to ¢ jest funkcja analityczna.

Wynika stad wniosek bedacy szczegdlnym przypadkiem dobrze znanego twier-
dzenia Malgrange’a

Whniosek 1.2 Jesli ¢ jest funkcja algebraiczna klasy C*° to ¢ jest funkcja anali-
tyczng.

Problem optymalnoéci Twierdzenia 1.1 jest w zasadzie otwarty: wprawdzie dla
d < 5 twiedzenia nie mozna poprawi¢ ale dla d > 5 jest to mozliwe. Optymalne
oszacowanie dla dostatecznie duzych d nie jest znane.



28

2 Rzad stycznosci

Bedziemy uzywali standardowych oznaczeri: C{z,y} jest pierScieniem szeregéw
potegowych zbieznych, C{xz}* pierScieniem szeregéw Puiseux (por [7]). Szereg
f(z,y) € C{z,y} nazywamy miniregularnym gdy po rozpisaniu na sume wielo-
mianéw jednorodnych f(z,y) = fo(x,y) + fpr1(x,y) + - - - stopni deg f; = i wielo-
mian najnizszego stopnia spelia warunek f,(0,y) # 0.

Gdy f = f(z,y) jest szeregiem miniregularnm rzedu p to

P
f(w:y) = U(.’L’,y) H(y - yz(m))a
i=1
gdzie y1 (), .. ., yp(z) jest ciagiem szeregéw Puiseux rzedéw ordy; > 1zasu(z,y) €

C{z,y} jest dzielnikiem jedynki w C{z,y} tzn. u(0,0) # 0. Piszemy wdwczas

Zer f = (y1(x), - ., yp(x)).

Gdy f, g € C{z,y} sa szeregami miniregularnymi rzedu p > 01i ¢ > 0 odpo-
wiednio i jesli Zer f = (y1(z),...,yp(2)), Zerg = {(z1(x), ..., 24(x)) to definiujemy
rzad stycznosci Kq(f, g) krzywych f(z,y) =0, g(x,y) = 0 przyjmujac

Ko(f. 9) = sup{ ord(yi(x) — % (2)) : 1 <i <p,1<j <q ).

Jest Ko(f,g) < +oo dla wzglednie pierwszych f, g.

W dalszej czesci oznaczamy Ko(f) = Ko ,%) dla kazdego szeregu f minire-
gularnego rzedu ord f > 1. Oczywiscie Ko(f) < +oc dokladnie wtedy gdy szereg f
nie ma czynnikéw wielokrotnych.

Lemat 2.1 Jezeli szereg f jest minireqularny rzedu p > 1, to

Ko(f) = sl;lép(ord yi(x) — ord y;(z)).
i#j
Dowéd. Niech bedzie Zer % = (z1(x),...,2p—1(x)). Z lematu Kuo-Lu (por.

[4]) wynika, ze zbiory {ord(y;(x) — y;(z)) : 4 # j } oraz {ord(y;(z) — zx(z)) : 1 <
i <p,1<k<p-—1} saidentyczne. Stad wynika lemat. m

Lemat 2.2 Jezeli f = fy --- f, jest rozkltadem szeregu f na czynniki nierozktadalne
w C{may}’ to KO(f) = Sup{ sup; KO(fi)vsupi;éj KO(fiJ f]) }

Dowdd. Stosujemy Lemat 2.1 i definicje rzedu stycznosci. m

Uwaga 2.3 Mozna sprawdzié, ze gdy f jest minireqularnym szeregiem nierozkla-
dalnym o charakterystyce (Bo, ..., Bq), to Ko(f) = Bg/Bo. Obliczenie K(f,g) dla
pary szeregow nierozktadalnych f, g redukuje sie do wyznaczenia ich charakterystyk
oraz krotnosci przeciecia io(f,g).
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Uwaga 2.4 J. Chadzyriski i T. Krasiniski udowodnili, Ze gdy f, g sa minireqularne
i wzglednie pierwsze to Ko(f,g) jest réwny wyktadnikowi separacji reqularnej pary
f=0,g9=0 (por. [2] Theorem 4).

Doktadniej, Ko(f,g) jest najmniejszym z wyktadnikéw 6 > 0 dla ktérych zacho-
dzi nierownosé

dist (z, {f = 0}) +dist(2,{g =0}) > C - dist(z,{f =0} n{g = 0})9
dla pewnego C > 0 i wszystkich z = (x,y) z malego otoczenia 0 € R2.

Formuta powyzsza pozwala uogélni¢ pojecie rzedu styczno$ci na przypadek hi-
perpowierzchni.

Poréwnamy teraz Ko(f) i liczbe Milnora pg(f) krzywej f = 0. Zakladamy, ze
szereg f jest miniregularny.

Lemat 2.5 Niech po(f) bedzie liczbq Milnora krzywej f = 0. Wtedy 2Ko(f) <
po(f) — (ord f — 1) +2.

Dowéd. Oznaczmy p = ord f. Wedlug znanej formuty dla liczby Milnora
(por. [7]) mamy

po(f) =2 > ord(yi(z) — y;(z)) —p+1

1<i<j<p

astad po(f) > 2(Ko(f) + 3p(p—1)—1) —p+1=2K¢(f) + (p—1)>-2. m

Niech k bedzie dodatnia liczba calkowita. Szereg Puiseux y(x) nazwiemy k-
regularnym gdy wszystkie jego wyrazy rzedu < k maja wykladniki catkowite.

Lemat 2.6 Niech y(z) € Zer f bedzie k-regularnym szeregiem Puiseuz. Jezeli k >
Ko(f) to y(x) € C{x}.

Dowéd. Przypusémy, ze y(z) ¢ C{z}. W takim razie y(z) = Y (z'/™) gdzie
Y (t) € C{t} i m > 1. Oznaczmy j(z) = Y (ex'/™) gdzie € jest m-tym pierwotnym
zespolonym pierwiastkiem z 1. Jest wiec f(z,§(z)) = 0 oraz ord(j(z) — y(x)) >
k. Prowadzi to do sprzecznosci z zatozeniem, bo na mocy Lematu 2.1 Ko(f) >
ord(g(z) —y(z)). =

Zalézmy teraz, ze f(x,y) jest wielomianem stopnia d > 1 wzgledem zespotu
zmiennych (z,y). Jezeli f = f1--- fmg w Clz,y] gdzie wielomiany f; sa nieroz-
ktadalne dlai =1,...,m, f1(0) = ... = f,(0) = 0 oraz ¢g(0) # 0 to méwimy, ze
krzywa afiniczna f = 0 ma m sktadowych nierozktadalnych przechodzacych przez 0.
Krzywa afiniczna f = 0 jest zredukowana gdy wielomian f nie ma czynnikéw
wielokrotnych w Clz, y].

Lemat 2.7 Niech f(x,y) = 0 bedzie krzywaq afiniczng zredukowana stopnia d > 1
ktorej m sktadowych nierozktadalnych przechodzi przez 0. Wdéwcezas po(f) < (d —
1)(d—2)+m—1.

Dowdéd. Por. [3], Proposition 6.3 m
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3 Rozwiazania klasy C¥ réwnan analitycznych
Udowodnimy nastepujace

Twierdzenie 3.1 Niech f = f(z,y) € R{z,y} bedzie szeregiem niezerowym bez
czynnikéw wielokrotnych i niech ¢, $(0) = 0 bedzie funkcjq ciagla w otoczeniu
0 € R taka, ze f(x,6(x)) = 0 dla x € R bliskich 0. Jezeli ¢ € C* gdzie 2k >
po(f) — (ord f —1)2 42, to ¢ jest funkcja analityczna w otoczeniu 0 € R.

W dowodzie powyzszego twierdzenia wykorzystamy nastepujacy

Lemat 3.2 Niech f = f(z,y) € R{z,y} bedzie niezerowym szeregiem i niech
o, ¢(0) = 0 bedzie funkcja ciagta na prawo od 0 € R tzn. w pewnym przedziale
[0,0), 6 > 0. Wtedy istnieje rzeczywisty szereq Puiseus y(z'/™) € R{z}* taki, ze
o(z) = y(z'/™) na prawo od zera. Jezeli ¢ € C* i TE¢ jest k-tym wielomianem
Taylora funkeji ¢ to ord(y(z/™) — TEd(z)) > k.

Dowdd. 7 twierdzenia o lokalnym opisie krzywej analitycznej rzeczywistej
(por. [6]) wynika, ze kielek zbioru opisanego réwnaniem f(z,y) = 0 i nieréwnoscia
x > 0 w punkcie 0 € R? ma skoriczong liczbe skladowych spéjnych z ktérych kazda
ma parametryzacje postaci z = t", y = y(t) gdzie y(t) € R{t}. Dla dostatecznie
matego § > 0 wykres funkcji ¢ nad przedziatem (0,6) jako podzbdr spdjny zbioru
flz,y) =0, 0 < x < § jest identyczny z jakas jego sktadowa spdjna. Czesé druga
lematu wynika z obserwacji, ze jesli funkcja = — y(z'/™) jest klasy C* to szereg
Puiseux y(z'/™) jest k-regularny. m

Mozemy teraz podac

Dowéd twierdzenia 3.1.  Zalézmy najpierw, ze ord f(0,y) = ord f. Na
mocy lematu 3.2 istnieje szereg Puiseux y(z'/") € R{z}* taki, ze ¢(z) = y(z'/™)
na prawo od zera. Stad latwo wynika, ze f(z,y(z'/")) = 0. Ponadto szereg y(z'/™)
jest k-regularny i jak wynika z lematu 2.5 2k > po(f) — (ord f —1)?2 +2 > 2Ky (f).
Skoro k > Ko(f) to y(z'/")) = Y (z) € R{z}.

Stosujac lemat 3.2 do szeregu f(—x,y) i funkcji z — ¢(—=x) na prawo od zera
podobnie jak wyzej stwierdzamy istnienie szeregu Y;(x) € R{z} takiego, ze ¢(x) =
Y1(z) na lewo od zera. Szeregi Y (), Y1(z) sa rozwigzaniami réwnania f(z,y) =0
iord(Y(z) — Yi(z)) > k > Ko(f) bo oba szeregi maja identyczy k-ty wielomian
Taylora. Stad Y (z) = Y1 (z) a wiec funkcja ¢ jest analityczna.

Dla zakonczenia dowodu wystarczy zauwazy¢, ze stosujac zamiane zmiennych
x =z + cyr, y = y1 dla generycznych ¢ € R otrzymujemy szereg fi(xi,y1) =
f(z1 + cy1,y1) spelniajacy warunek ord f1(0,y1) = ord fi. Wykres funkcji ¢ w
nowych wspéhrzednych ma réwnanie y; = ¢(z1 + cyy) ktére dla generycznych ¢
spelnia warunki twierdzenia o funkcji uwiktanej i wyznacza funkcje ¢; o wykresie
y1 = ¢1(w1) w poblizu 0. Funkcje ¢, ¢ sa jednoczeénie klasy C* (k > 1) i z
analitycznosci ¢; wynika analitycznosc ¢.

Na mocy udowodnionego juz przypadku gdy 2k > po(f) — (ord f — 1)2 +2 =
po(f1) — (ord f; — 1)2 + 2 to funkcja ¢, jest analityczna a wiec takze funkcja ¢. m
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Mozemy teraz podac

Dowdd twierdzenia 1.1. Zalézmy, ze f = f(z,y) € Rz, y] jest wielomianem
bez czynnikéw wielokrotnych stopnia d > 1. Ze wzgledu na lokalny charakter
twierdzenia wystarczy sprawdzié, ze jesli funkcja ¢ ciagla w otoczeniu 0, ¢(0) = 0
spelnia warunek f(z,¢(z)) = 01 jest klasy C¥ gdzie k > 2(d —1)(d —2) + 1 to jest
analityczna w zerze.

Niech m bedzie liczba zespolonych sktadowych nierozktadalnych przechodzacych
przez 0 € C? krzywej afinicznej f(z,y) = 0. Oczywiscie m < ord f a wiec na mocy
lematu 2.7 po(f) —(ord f —1)2+2 < (d—-1)d—-2)+m—-1—(m—-12+2<
(d—1)(d—2)+ 2 astad 2k > po(f) — (ord f — 1)? + 2. Na mocy twierdzenia 3.1
stwierdzamy, ze ¢ jest analityczna w zerze. m
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ON THE SOLUTIONS OF ANALYTIC EQUATIONS

Summary. Let ¢ be a continuous function of one real variable with a graph
contained in the algebraic curve of degree d. We prove that if ¢ has all derivatives
up to order 1(d — 1)(d — 2) + 1 then ¢ is analytic. This is an improvement of Ali
Abdulkarim El-Siblani’s result.
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