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Wst ιep

Ten artyku l ma swoj ιa krótk ιa histori ιe. Starszy autor zainteresowany osobliwo-
ściami w nieskończoności krzywych algebraicznych postanowi l zrobić zestawienie
różnych interesuj ιacych formu l dotycz ιacych osobliwości a wyst ιepuj ιacych w literatu-
rze. Mozolnie uzupe lnia l dowody staraj ιac si ιe dowiedzieć wszystkiego co możliwe o
charakterystyce Eulera z dost ιepnych ksi ιażek. Tymczasem m lodszy autor nauczy l
si ιe “z powietrza” nowej techniki ca lkowania wzgl ιedem charakterystyki Eulera, po-
da l eleganckie dowody wszystkich formu l i w końcu da l si ιe namówić na zapisanie
tego wszystkiego.

W pierwszej cz ιeści artyku lu któr ιa nazwalísmy “formularzem” podajemy zesta-
wienie interesuj ιacych nas formu l. Naszym zamiarem by lo uzupe lnienie znanego
zestawienia F. Phama [Ph]. W drugiej cz ιeści podany jest zwi ιez ly wyk lad ca lkowania
wzgl ιedem charakterystyki Eulera a nast ιepnie systematyczne dowody wypisanych
w “formularzu” formu l.

W tekście używamy standardowych oznaczeń. Gdy f , g ∈ C[X,Y ] to symbolem
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(f, g)p oznaczamy krotność odwzorowania (f, g) : C2 → C2 w punkcie p. Zamiast∑
p∈C2(f, g)p piszemy krótko (f, g)C2 . Zatem (f, g)C2 < +∞ dok ladnie wtedy gdy

uk lad równań f = g = 0 ma skończon ιa liczb ιe rozwi ιazań. Ponadto oznaczamy
µp(f) = (∂f/∂x, ∂f/∂y)p oraz µ(f) =

∑
p∈C2 µp(f). Mamy µ(f) < +∞ wtedy,

gdy wielomian f ma skończon ιa liczb ιe punktów krytycznych. Podstawowe w lasności
liczby Milnora można znaleźć w artykule [Pl]. Dowód charakteryzacji punktów
bifurkacyjnych odwzorowania wielomianowego f : C2 → C podany jest w rozprawie
habilitacyjnej T. Krasińskiego [Kr].

“Formularz”

Niech C ⊂ P b ιedzie zredukowan ιa krzyw ιa rzutow ιa stopnia d. Krzywa C jest
zwarta i spójna, co wi ιecej, jest ona topologicznym wielościanem. Dla każdego
punktu p ∈ C oznaczamy µp(C), δp(C), rp(C) odpowiednio: liczb ιe Milnora, niez-
miennik Hironaki i liczb ιe ga l ιezi krzywej C w punkcie p (cf. [Pl]). Oznaczenia te
obowi ιazuj ιa we wszystkich podanych niżej formu lach.

I. Formu la dla charakterystyki Eulera krzywej rzutowej.
Niech χ(C) b ιedzie charakterystyk ιa Eulera krzywej C.

Wówczas χ(C) = −d(d− 3) +
∑

p µp(C).

Suma wystepuj ιaca w powyższej formule jest faktycznie skończona bo µp(C) >
0 dok ladnie wtedy gdy, p jest punktem osobliwym krzywej C. Różne dowody
powyższej formu ly podane s ιa w [BK], [BR] i [HL]. Dowód wykorzystuj ιacy technik ιe
ca lkowania wzgl ιedem charakterystyki Eulera podany jest w dalszej cz ιeści artyku lu.

Niech teraz ν : C̃ → C b ιedzie normalizacj ιa krzywej C. Zatem C̃ jest jednowy-
miarow ιa rozmaitości ιa zespolon ιa a odwzorowanie indukowane C̃ \ ν−1(S) → C \ S,
S = SingC, jest biholomorfizmem. Bezpośrednie konstrukcje normalizacji podane
s ιa w ksi ιażkach [GH] oraz [Ki].

II. Formu la dla charakterystyki Eulera normalizacji krzywej rzutowej.

Jeżeli ν : C̃ → C jest normalizacj ιa krzywej C, to

χ(C̃) = χ(C) +
∑
p

(rp(C) − 1).

Dowód powyższej formu ly jest naszkicowany w [GH]. Inny dowód wykorzystuj ιacy
ca lkowanie wzgl ιedem charakterystyki Eulera podajemy nastepnym rozdziale. Z
formu l I i II  latwo wynikaj ιa formu ly znane w literaturze jako wzory M. Noethera.

III. Formu ly M. Noethera.

Jeżeli C̃ jest normalizacj ιa krzywej C to

χ(C̃) = −d(d− 3) +
∑
p

(µp(C) + rp(C) − 1).
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Gdy C jest nierozk ladaln ιa krzyw ιa to normalizacja C̃ jest powierzchni ιa Riemanna
rodzaju

g(C̃) = 1/2(d− 1)(d− 2) −
∑
p

δp(C).

Dowód. Aby dostać ż ιadan ιa formu l ιe na χ(C̃) wystarczy wstawić w formule II χ(C)
obliczone wed lug wzoru I.

Gdy C jest nierozk ladaln ιa krzyw ιa, to C̃ jako powierzchnia Riemanna ma okre-
ślony rodzaj g(C̃) zwi ιazany z charakterystyk ιa Eulera wzorem χ(C̃) = 2 − 2g(C̃).
Korzystaj ιac z tego faktu oraz ze zwi ιazku 2δp(C) = µp(C)+rp(C)−1 otrzymujemy

wzór dla g(C̃). Bezpośredni dowód wzorów M. Noethera podany jest w [Ki] (por.
także [BK]).

Dalej b ιedzie użyteczna

IV. Formu la dla charakterystyki Eulera krzywej otwartej.
Jeżeli F jest skończonym podzbiorem krzywej C ⊂ P2, to

χ(C \ F ) = χ(C) − #F.

Jej dowód podamy w nast ιepnym rozdziale.
Niech teraz f : C2 → C b ιedzie wielomianem stopnia d > 0 o skończonej liczbie

punktów krytycznych. Uzupe lnijmy C2 w standardowy sposób do p laszczyzny rzu-
towej P2 i rozważmy domkni ιecie rzutowe C krzywej afinicznej o równaniu f = 0.
Krzywa C jest zadana równaniem F = 0 gdzie F jest ujednorodnieniem wielomianu
f a jej punkty w nieskończoności C∞ s ιa opisane przez cz ιeść wiod ιac ιa f+(X,Y ) =
F (X,Y, 0) wielomianu f . Oznaczmy c = #C∞.

V. Formu la Krasińskiego.
Za lóżmy, że degY f = deg f = d > 1 i niech ∆ = discY f b ιedzie wyróżnikiem

wielomianu f wzgl ιedem zmiennej Y . Wówczas∑
p∈C∞

µp(C) = d(d− 2) − deg ∆ + c.

Formu la powyższa pochodzi z rozprawy habilitacyjnej T. Krasińskiego [Kr]. Po-
damy tutaj nieznacznie zmodyfikowany dowód należ ιacy do tego tego autora.

Dowód. Zauważmy najpierw, że wielomiany f , ∂f/∂Y s ιa wzgl ιednie pierwsze (f
ma skończon ιa liczb ιe punktów krytycznych) a wi ιec ∆ ̸= 0. Niech F b ιedzie ujed-
norodnieniem f , wtedy ∂F/∂Y jest ujednorodnieniem ∂f/∂Y bo degY f = deg f .
Stosuj ιac twierdzenie Bezouta do pary F , ∂F/∂Y otrzymujemy

(1) (f,
∂f

∂Y
)C2 +

∑
p∈C∞

(F,
∂F

∂Y
) = d(d− 1)
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Przypomnijmy ponadto, że

(2) (f,
∂f

∂Y
)C2 = deg ∆

gdyż wyróżnik ∆ jest Y –rugownikiem pary wielomianów f , ∂f/∂Y . Ze wzgl ιedu
na za lożenie degY f = deg f zbiór C∞ leży ca lkowicie w p laszczyźnie afinicznej
określonej nierówności ιa X ̸= 0. Wprowadźmy wspó lrz ιedne Y1 = Y/X oraz Z1 =
Z/X i niech g(Y1, Z1) = F (1, Y1, Z1). Mamy zatem

(3)
∑

p∈C∞

(F,
∂F

∂Y
)p =

∑
p∈L

(g,
∂g

∂Y1
)p =

∑
p∈L

µp(g) + d− c =
∑

p∈C∞

µp(C) + d− c

gdzie L jest prost ιa Z1 = 0.
Rachunek powyższy oparty jest na lemacie Tessiera (por. [Kr], str. 17).  L ιacz ιac

wzory (1), (2) i (3) otrzymujemy formu l ιe V.

Dla każdego t ∈ C oznaczmy f t = f − t. Zatem w lókno f−1(t) jest krzyw ιa
afiniczn ιa o równaniu f t = 0. Domkni ιeciem rzutowym w lókna f−1(t) jest krzywa
rzutowa Ct ⊂ P2 dana równaniem F (X,Y, Z) − tZd = 0. Oczywíscie (Ct)∞ =
C∞. Dla każdego p ∈ C∞ oznaczamy µt

p = µp(Ct). Istniej ιa liczby µgen
p ≥ 0

(p ∈ C∞) takie, że µt
p ≥ µgen

p dla t ∈ C przy czym µt
p = µgen

p dla prawie wszystkich
(wszystkich z wyj ιatkiem skończonej ilości) t ∈ C. Bezpośredni dowód tego faktu,
czytelnik znajdzie w [Kr] (strony 31–37). Zatem zbiór Λ(f) = { t ∈ C : µt

p >
µgen
p dla pewnego p ∈ C∞ } jest skończony a wielkości

λt(f) =
∑

p∈C∞

(µt
p − µgen

p )

oraz
λ(f) =

∑
t∈C

λt(f)

s ιa dobrze zdefiniowane i daj ιa pewn ιa informacj ιe o zachowaniu sie w nieskończoności
w lókien f−1(t) oraz odwzorowania f : C2 → C.

Ponadto dogodne jest poj ιecie liczby Milnora w lókna f−1(t)

µt(f) =
∑

p∈f−1(t)

µp(f)

 Latwo zauważyć, że globalna liczba Milnora µ(f) jest sum ιa

µ(f) =
∑
t∈C

µt(f).

Korzystaj ιac z formu ly Krasińskiego charakterystyki Λ(f) i λt(f) można opisać
efektywnie. Ponieważ nie zmieniaj ιa si ιe one przy liniowej zmianie zmiennych X,
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Y , możemy za lożyć, że degY f = deg f = d. Ten sam warunek jest spe lniony
przez wielomian f t. Oznaczmy ∆(T,X) = discY (f(X,Y ) − T ) i niech ∆(T,X) =
∆0(T )XN +∆1(T )XN−1 + · · ·+∆N (T ) gdzie ∆0(T ) ̸= 0 w C[T ]. Stosuj ιac formu l ιe
Krasińskiego  latwo sprawdzamy, że Λ(f) = {t ∈ C : ∆0(T ) = 0} oraz λt(f) =
N − degX(∆(X, t)).

Zajmiemy si ιe teraz charakterystyk ιa Eulera w lókien f−1(t). Z formu ly IV wynika
natychmiast

(VI) χ(f−1(t)) = χ(Ct) − c

Podstawowe znaczenie ma

VII. Formu la Ephraima.
Przy wprowadzonych oznaczeniach charakterystyka χ(f−1(t)) jest sta la prawie

wsz ιedzie oraz

1 = χ(f−1(tgen)) +
∑
t∈C

(
χ(f−1(t))) − χ(f−1(tgen))

)
.

Tutaj tgen ∈ C jest “liczb ιa generyczn ιa”; oznacza to, że formu la VII jest prawdzi-
wa dla prawie wszystkich tgen ∈ C. Explicite wyst ιepuje ona w pracy [E]. Tego typu
formu ly wi ιazane z nazwiskiem Lefschetza wspomniane s ιa również w [GH].  Latwo
zauważyć, że na mocy VI formu la VII jest równoważna nast ιepuj ιacej:

(4) 1 + c = χ(Ctgen) +
∑
t∈C

(
χ(Ct) − χ(Ctgen)

)
Dowód powyższej formu ly czytelnik znajdzie w dalszej cz ιeści tego artyku lu. Teraz
podamy pewne zastosowania.

VIII. Formu la Cassou–Noguès.
Przy wprowadzonych oznaczeniach

d(d− 3) =
∑

p∈C∞

µgen
p − c + µ(f) + λ(f) − 1.

Formu la powyższa zosta la podana przez autork ιe w pracy [CN]. Podamy tutaj
dowód w oparciu o wzory VII i I zupe lnie różny od oryginalnego.

Dowód. Stosuj ιac formu l ιe I do krzywej Ct otrzymujemy

(5) χ(Ct) = −d(d− 3) + µt(f) +
∑

p∈C∞

µt
p
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Gdy t = tgen jest wartości ιa generyczn ιa to na podstawie twierdzenia Sarda krzywa
f t = 0 jest nieosobliwa i otrzymujemy

(6) χ(Ctgen) = −d(d− 3) +
∑

p∈C∞

µgen
p

Ze zwi ιazków (4) i (5) otrzymujemy:

(7) χ(Ct) − χ(Ctgen) = µt(f) + λt(f)

Podstawiaj ιac wzory (6) i (7) do (4) dostajemy formu l ιe Cassou–Noguès.

IX. Formu la Ephraima–Gavrilowa.

χ(f−1(t)) = 1 − µ(f) − λ(f) + µt(f) + λt(f).

Dowód. Ze wzoru (6) i formu ly Cassou–Noguès dostajemy χ(Ctgen) = 1+c−µ(f)−
λ(f). A wi ιec na podstawie VI

(8) χ(f−1(tgen)) = 1 − µ(f) − λ(f)

Ze wzoru (7) otrzymujemy:

(9) χ(f−1(t)) − χ(f−1(tgen)) = µt(f) + λt(f)

 L ιacz ιac (8) i (9) dostajemy formu l ιe IX.

Przypomnijmy, że punkt t ∈ C jest punktem bifurkacyjnym wielomianu f wtedy
i tylko wtedy, gdy t jest wartości ιa krytyczn ιa f (w sensie Sarda) lub gdy t ∈ Λ(f).
Zatem t nie jest punktem bifurkacyjnym dok ladnie wtedy, gdy µt(f) = 0 i λt(f) = 0.
Możemy zatem stwierdzić, że:
* jeżeli t nie jest punktem bifurkacyjnym f to χ(f−1(t)) = 1 − µ(f) − λ(f),

** jeżeli t jest punktem bifurkacyjnym f to χ(f−1(t)) > 1 − µ(f) − λ(f).
Charakteryzacja w lókien “typowych” (tzn. postaci f−1(t) gdzie t nie jest punk-

tem bifurkacyjnym) jako w lókien o minimalnej charakterystyce Eulera zosta la po-
dana w pracy [HL].

X. Globalna formu la Tessiera.
Jeżeli f : C2 → C ma skończon ιa liczb ιe punktów krytycznych i degY f = deg f =

d > 0, to

(f,
∂f

∂Y
)C2 = µ(f) +

∑
t̸=0

λt(f) + d− 1.

Powyższa formu la wynika  latwo z formu ly Krasińskiego i formu ly Cassou–Noguès.
Wynika z niej natychmiast

Wniosek. Przy za lożeniach formu ly X

(f,
∂f

∂Y
)C2 ≥ µ(f) + d− 1

Równość zachodzi dokladnie wtedy, gdy Λ(f) ⊂ {0}.

Powyższa nierówność zosta la udowodniona bezpośrednio w [CK] i [Kr] gdzie
zosta ly podane zastosowania do hipotezy jakobianowej.
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Ca lkowanie wzgl ιedem charakterystyki Eulera

Celem tego rozdzia lu jest podanie zwi ιez lych dowodów formu l I, II, IV i VII.

W dowodach pos lużymy si ιe technik ιa ca lkowania wzgl ιedem charakterystyki Eu-
lera. By la ona stosowana przez matematyków rosyjskich już w latach siedemdzie-
si ιatych. Szerzej spopularyzowa l j ιa O. Viro w [V]. Poniżej przedstawimy krótki
zarys tej teorii. Ograniczymy sie w nim do kategorii zbiorów i odwzorowań semi-
algebraicznych.

Charakterystyka Eulera.

Za lóżmy, że X jest przestrzeni ιa topologiczn ιa dla której grupa homologii singu-
larnych H(X,R) jest przestrzeni ιa wektorow ιa skończonego wymiaru. Jej charak-
terystyk ιa Eulera nazywamy liczb ιe χ(X) =

∑∞
i=0(−1)i dimHi(X,R). W topologii

algebraicznej dowodzi si ιe, że dowolna triangulowalna przestrzeń topologiczna spe l-
nia powyższe za lożenie. Wynika st ιad, że zwarte zbiory semialgebraiczne maj ιa
skończone charakterystyki Eulera.

Odnotujmy kilka podstawowych w lasności charakterystyki:

(1) jeśli X =
∪n

i=1 ei jest rozbiciem zwartego zbioru X na komórki, to χ(X) =∑n
i=1(−1)dim ei ,

(2) jeśli X i Y s ιa homotopijnie równoważne, to χ(X) = χ(Y ),
(3) jeśli A jest zbiorem skończonym z topologi ιa dyskretn ιa to χ(A) = #A.

Funkcje konstruowalne, ca lka.

Definicja. Niech V b ιedzie zbiorem semialgebraicznym (afinicznym lub rzutowym).
Funkcj ιe f : V → R nazywamy konstruowaln ιa gdy:

(a) f jest skończon ιa kombinacj ιa liniow ιa funkcji charakterystycznych podzbiorów
semialgebraicznych zbioru V ,

(b) Domkni ιecie f−1(R \ {0}) jest zbiorem zwartym.

Twierdzenie. Dowolna funkcja konstruowalna f : V → R ma reprezentacj ιe f =
α111K1 + · · · + αs11Ks gdzie Ki s ιa zwartymi podzbiorami semialgebraicznymi V a
11A oznacza funkcj ιe charakterystyczn ιa zbioru A.

Twierdzenie i definicja. Niech f : V → R b ιedzie funkcj ιa konstruowaln ιa jak
wyżej. Liczba

∫
V
f dχ =

∑
αiχ(Ki) nie zależy od reprezentacji funkcji f . Nazy-

wamy j ιa ca lk ιa z f wzgl ιedem charakterystyki Eulera.

Przyk lad. Weźmy dwa zwarte zbiory semialgebraiczne K, L ⊂ V . Jest 11K∪L =
11K + 11L − 11K∩L. Z powyższego twierdzenia wynika, że możemy t ιe równość
sca lkować stronami. Otrzymujemy zatem χ(K ∪ L) = χ(K) + χ(L) − χ(K ∩ L).

Twierdzenie typu Fubiniego. Niech f : A → B b ιedzie ci ιag lym odwzorowaniem
semialgebraicznym ze zwartego zbioru A. Wtedy:

(a) h : B ∋ b → h(b) = χ(f−1(b)) jest funkcj ιa konstruowaln ιa,

(b) χ(A) =
∫
B
h dχ.
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Przyk lad. Sprawdzimy, że charakterystyka Eulera okr ιegu jest równa zero. Weźmy
w tym celu okr ιag O o równaniu x2+y2 = 1 i rozważmy rzutowanie p : O ∋ (x, y) →
x ∈ R.

Dla x z przedzia lu (−1, 1) zbiór p−1(x) jest dwuelementowy, jeśli x = ±1
to #p−1(x) = 1, dla pozosta lych x ∈ R p−1(x) = ∅. Dlatego funkcja h(x) =
χ(p−1(x)) jest równa 211(−1,1) + 11{−1} + 11{1} = 211[−1,1] − 11{−1} − 11{1}. Na mocy

twierdzenia Fubiniego χ(O) =
∫
R h dχ = 2χ([−1, 1]) − χ({−1}) − χ({1}) = 0.

Wyprowadzenie formu ly II.

Niech ν : C̃ → C b ιedzie normalizacj ιa krzywej rzutowej C. Dla dowolnego punktu
p ∈ C w lókno ν−1(p) ma krotność rp(C). Dlatego funkcja h : C ∋ p → χ(ν−1(p))
równa h(p) = rp(C) ma reprezentacj ιe h = 11C +

∑
p∈C(rp(C) − 1)11{p}. Suma w

tym wzorze jest faktycznie skończona bo rp(C) ̸= 1 tylko dla skończonej liczby
punktów.

Na podstawie wzoru Fubiniego

χ(C̃) =

∫
C

h dχ = χ(C) +
∑
p∈C

(rp(C) − 1).

Wyprowadzenie formu ly IV.

Potraktujmy C jako przestrzeń topologiczn ιa z topologi ιa indukowan ιa z P2. Wy-
korzystamy dobrze znany fakt, że do każdego punktu p ∈ C można dobrać dowolnie
ma le otoczenie domkni ιete Bp homeomorficzne ze skończon ιa sum ιa roz l ιacznych kó l
z utożsamionymi środkami. Brzeg zbioru Bp jest homeomorficzny z sum ιa brzegów
tych kó l czyli z sum ιa skończonej ilości okr ιegów. Wynika st ιad, że zbiór Bp jest
ści ιagalny do punktu p oraz, że brzeg ∂Bp jest mocnym retraktem deformacyjnym
Bp \ {p}.

Dobierzmy do każdego z punktów p ∈ F otoczenie Bp o powyższych wlasnościach
na tyle ma le aby Bp i Bq by ly roz l ιaczne dla p ̸= q, p, q ∈ F i po lóżmy K =

∪
p∈F Bp,

L = cl(C \ K). Z opisu zbiorów Bp wynika, że F jest retraktem deformacyjnym
K, L jest retraktem deformacyjnym C \ F oraz, że K ∩ L jest homeomorficzny ze
skończon ιa sum ιa roz l ιacznych okr ιegów. Zatem χ(K) = χ(F ) = k, χ(L) = χ(C \F ),
χ(K ∩ L) = 0. Ostatecznie χ(C) = χ(K ∪ L) = χ(K) + χ(L) − χ(K ∩ L) =
χ(C \ F ) + k.

Wyprowadzenie formu ly I.

Bez utraty ogólności możemy za lożyć, że krzywa rzutowa C stopnia d przecina
prost ιa w nieskończoności {Z = 0} w dok ladnie d punktach, co wi ιecej punkt (0:1:0)
nie należy do C. Z powyższego zalożenia wynika, że wszystkie punkty w nieskoń-
czoności krzywej C s ιa nieosobliwe. Krzywa C jest zbiorem zer wielomianu jed-
norodnego F (X,Y, Z) stopnia d. Z za lożenia o po lożeniu krzywej wzgl ιedem prostej
w nieskończoności wynika, że F (X,Y, 0) rozpada si ιe na iloczyn d różnych czyn-
ników liniowych a wi ιec krzywe C i ∂F/∂Y = 0 nie maj ιa wspólnych punktów w
nieskończoności.
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Dla obliczenia charakterystyki Eulera C weźmy odwzorowanie

π : C ∋ (x:y:z) → (x:z) ∈ P1

i wyliczmy charakterystyki Eulera zbiorów π−1(p) dla p ∈ P1.
W lókno π−1(p) dla p = (x:y) jest zbiorem punktów przeci ιecia krzywej C z

prost ιa zX − xZ = 0. W przypadku gdy p = (1:0) π−1(p) = C ∩ {Z = 0} a
zatem #π−1(p) = d. Dla p = (x:1) jedynym punktem w nieskończoności prostej
lx: X − xZ = 0 jest (0:1:0). Ponieważ na mocy za lożenia nie należy on do krzywej
C wi ιec dalsze rachunki możemy prowadzić we wspó lrz ιednych afinicznych (X,Y ).
W tych wspó lrz ιednych równania lx i C przyjmuj ιa postać odpowiednio X − x = 0
i f(X,Y ) = 0 gdzie f(X,Y ) = F (X,Y, 1). Dla dowolnego punktu przeci ιecia r ∈
lx ∩ C mamy formu l ιe Teissiera

1 = (f,X − x)r + (
∂f

∂X
,
∂f

∂Y
)r − (f,

∂f

∂Y
)r

Po zsumowaniu

#π−1(p) =
∑

r∈lx∩C

[(f,X − x)r + (
∂f

∂X
,
∂f

∂Y
)r − (f,

∂f

∂Y
)r]

=d +
∑

r∈lx∩C

[(
∂f

∂X
,
∂f

∂Y
)r − (f,

∂f

∂Y
)r].

Skorzystalísmy tutaj z twierdzenia Bezouta:
∑

r∈lx∩C(f,X − x)r = d.

Ostatecznie możemy stwierdzić że funkcja h : P1 ∋ p → χ(π−1(p)) ma reprezen-
tacj ιe

h = d11P1 +
∑
x∈C

∑
r∈lx∩C

[(
∂f

∂X
,
∂f

∂Y
)r − (f,

∂f

∂Y
)r]11{(x:1)}

Suma w powyższym wzorze jest faktycznie skończona bo tylko dla skończenie
wielu x ∈ C proste lx przecinaj ιa punkty osobliwe krzywej C lub punkty wspólne
krzywych C i ∂f/∂Y = 0. Na mocy twierdzenia Fubiniego

χ(C) =

∫
P1

h dχ = dχ(P1) +
∑
x∈C

∑
r∈lx∩C

[(
∂f

∂X
,
∂f

∂Y
)r − (f,

∂f

/
∂Y )r]χ({x:1})

=2d +
∑

f(r)=0

[(
∂f

∂X
,
∂f

∂Y
)r − (f,

∂f

∂Y
)r]

Z za lożenia o po lożeniu krzywej C wzgl ιedem prostej w nieskończoności wynika,
że

∑
f(r)=0(∂f/∂X, ∂f∂Y )r =

∑
p∈C µp(C) oraz na mocy twierdzenia Bezouta∑

f(r)=0(f, ∂f/∂Y )r = d(d − 1) (bo krzywe f = 0 i ∂f/∂Y = 0 nie przecinaj ιa si ιe

w nieskończoności). Wstawiaj ιac te zwi ιazki do poprzedniego wzoru otrzymujemy
formu l ιe I.
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Wyprowadzenie formu ly VII.
Zachowajmy oznaczenia z poprzedniego rozdzia lu. Obliczymy na dwa sposoby

charakterystyk ιe Eulera powierzchni

V = { (x:y:z); (t:s)) ∈ P2 × P1 : sF (x, y, z) − tzd = 0 }.

Sposób 1: Niech p b ιedzie restrykcj ιa do zbioru V rzutowania π : P2 × P1 → P1.
Dla a = (t:1) ∈ P1 w lókno p−1(a) jest homeomorficzne z krzyw ιa Ct. Jeśli a = (1:0)
to p−1(a) ≃ { (x:y:z) ∈ P2 : zd = 0 } ≃ P1. Wobec tego funkcja h : P1 ∋ a →
χ(p−1(a)) jest równa

h =
∑
t∈C

χ(Ct)11{(t:1)} + χ(P1)11{(1:0)}

=χ(Cgen)11P1 +
∑
t∈C

(χ(Ct) − χ(Cgen))11{(t:1)} + (2 − χ(Cgen))11{(1:0)}.

Z twierdzenia Fubiniego

χ(V ) =

∫
P1

h dχ = 2χ(Cgen) +
∑
t∈C

(χ(Ct) − χ(Cgen)) + 2 − χ(Cgen)

=2 + χ(Cgen) +
∑
t∈C

(χ(Ct) − χ(Cgen)).

Sposób 2: Niech q b ιedzie restrykcj ιa do zbioru V rzutowania π : P2 × P1 → P2.
Dla wszystkich a = (x:y:z) dla krórych F (x, y, z) ̸= 0 lub z ̸= 0 w lókna q−1(a) s ιa
jednoelementowe. Z kolei jeśli a = (x:y:0) i F (x, y, 0) = 0 to q−1(a) ≃ P1. Takich
punktów jest jednak tylko skończona ilość i s ιa to dok ladnie punkty zbioru C∞. W
takim razie funkcja h : P2 ∋ a → χ(q−1(a)) jest równa

h = 11P2 +
∑

p∈C∞)=0

11{p}

Z twierdzenia Fubiniego

χ(V ) =

∫
P2

h dχ = χ(P2) +
∑

p∈C∞

χ({p}) = 3 + c.

Odejmuj ιac stronami oba wzory na charakterystyk ιe zbioru V dostajemy VII.
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