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WSTEP

Ten artykul ma swojg krétka historie. Starszy autor zainteresowany osobliwo-
Sciami w nieskonczonosci krzywych algebraicznych postanowil zrobi¢ zestawienie
réznych interesujacych formutl dotyczacych osobliwosci a wystepujacych w literatu-
rze. Mozolnie uzupelnial dowody starajac si¢ dowiedzie¢ wszystkiego co mozliwe o
charakterystyce Eulera z dostepnych ksigzek. Tymczasem mlodszy autor nauczyl
sie “z powietrza” nowej techniki catkowania wzgledem charakterystyki Eulera, po-
dal eleganckie dowody wszystkich formul i w koncu dal si¢ naméwic¢ na zapisanie
tego wszystkiego.

W pierwszej czesci artykutu ktérg nazwaliSmy “formularzem” podajemy zesta-
wienie interesujacych nas formut. Naszym zamiarem bylo uzupeienie znanego
zestawienia F. Phama [Ph]. W drugiej czesci podany jest zwiezty wyktad catkowania
wzgledem charakterystyki Eulera a nastepnie systematyczne dowody wypisanych
w “formularzu” formul.

W tekscie uzywamy standardowych oznaczeri. Gdy f, g € C[X,Y] to symbolem
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(f,9)p oznaczamy krotnosé odwzorowania (f,g) : C2 — C? w punkcie p. Zamiast
> pecz(f59)p piszemy krétko (f, g)ce. Zatem (f,g)c2 < +oo dokladnie wtedy gdy
uktad réwnan f = g = 0 ma skonczong liczbe rozwigzan. Ponadto oznaczamy
p(f) = (0f/0x,0f/0y)p oraz pu(f) = 3 ec2 bp(f). Mamy u(f) < +oo wtedy,
gdy wielomian f ma skonczong liczbe punktéw krytycznych. Podstawowe wlasnosci
liczby Milnora mozna znalezé w artykule [Pl]. Dowdd charakteryzacji punktéw
bifurkacyjnych odwzorowania wielomianowego f : C> — C podany jest w rozprawie
habilitacyjnej T. Krasiriskiego [Kr].

“FORMULARZ”

Niech C' C P bedzie zredukowana krzywa rzutows stopnia d. Krzywa C' jest
zwarta i spéjna, co wiecej, jest ona topologicznym wielo$cianem. Dla kazdego
punktu p € C' oznaczamy p,(C), §,(C), rp(C) odpowiednio: liczbg Milnora, niez-
miennik Hironaki i liczbe gatezi krzywej C' w punkcie p (cf. [Pl]). Oznaczenia te
obowigzujg we wszystkich podanych nizej formutach.

I. Formutla dla charakterystyki Eulera krzywej rzutowej.
Niech x(C) bedzie charakterystykq Fulera krzywej C.
Wéwezas x(C) = —d(d — 3) +>_, 1p(C).

Suma wystepujaca w powyzszej formule jest faktycznie skonczona bo pu,(C) >
0 dokladnie wtedy gdy, p jest punktem osobliwym krzywej C. Roézne dowody
powyzszej formuly podane sg w [BK], [BR] i [HL]. Dowéd wykorzystujacy technike
catkowania wzgledem charakterystyki Eulera podany jest w dalszej czgsci artykulu.

Niech teraz v : C' — C bedzie normalizacjg krzywej C'. Zatem C jest jednowy-
miarows, rozmaitoscia zespolong a odwzorowanie indukowane C'\ v=1(S) — C'\ S,
S = Sing C, jest biholomorfizmem. Bezposrednie konstrukcje normalizacji podane
sa w ksigzkach [GH] oraz [Ki].

I1. Formula dla charakterystyki Eulera normalizacji krzywej rzutowej.

Jezeli v : C — C jest normalizacjg krzywej C, to

X(C) = x(C) + Y _(rp(C) — 1).

Dowdéd powyzszej formuly jest naszkicowany w [GH]. Inny dow6d wykorzystujacy
catkowanie wzgledem charakterystyki Eulera podajemy nastepnym rozdziale. 7
formut I i IT latwo wynikaja formuly znane w literaturze jako wzory M. Noethera.

III. Formuty M. Noethera.
Jezeli C' jest normalizacjq krzywej C' to

X(C) = —d(d = 3) + Y (11(C) +7,(C) = 1).
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Gdy C jest nierozkladalng krzywq to normalizacja C jest powierzchnig Riemanna
rodzaju

9(C) = 1/2(d = 1)(d~2) = Y _5,(C).

Dowdd. Aby dostaé zgdana formute na x(C) wystarczy wstawi¢ w formule IT x(C)
obliczone wedtug wzoru 1.

Gdy C jest nierozkladalng krzywa, to C jako powierzchnia Riemanna ma okre-
dlony rodzaj ¢(C) zwigzany z charakterystyks Eulera wzorem x(C) = 2 — 2¢(C).
Korzystajac z tego faktu oraz ze zwiazku 26,(C) = p,(C) +r,(C) — 1 otrzymujemy

wzér dla g(C'). Bezposredni dowdd wzoréw M. Noethera podany jest w [Ki] (por.
takze [BK]).

Dalej bedzie uzyteczna

IV. Formula dla charakterystyki Eulera krzywej otwartej.
Jezeli F jest skoriczonym podzbiorem krzywej C C P2, to

X(C\F) = x(C) = #F.

Jej dowod podamy w nastepnym rozdziale.

Niech teraz f : C2 — C bedzie wielomianem stopnia d > 0 o skoriczonej liczbie
punktéw krytycznych. Uzupetijmy C? w standardowy sposéb do plaszczyzny rzu-
towej P2 i rozwazmy domknigcie rzutowe C' krzywej afinicznej o réwnaniu f = 0.
Krzywa C jest zadana rownaniem F' = 0 gdzie F jest ujednorodnieniem wielomianu
f a jej punkty w nieskoniczonoéci Co $9 Opisane przez cze$¢ wiodaca fT(X,Y) =
F(X,Y,0) wielomianu f. Oznaczmy ¢ = #Cx.

V. Formula Krasinskiego.

Zatozmy, ze degy f = deg f = d > 1 i niech A = discy f bedzie wyrdéznikiem

wielomianu f wzgledem zmiennej Y. Wowczas

> 1p(C) =d(d—2) — deg A +c.

p€EC

Formuta powyzsza pochodzi z rozprawy habilitacyjnej T. Krasiriskiego [Kr]. Po-
damy tutaj nieznacznie zmodyfikowany dowdd nalezacy do tego tego autora.

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze wielomiany f, 0f/JY sa wzglednie pierwsze (f
ma skoriczong liczbe punktéw krytycznych) a wigc A # 0. Niech F bedzie ujed-

norodnieniem f, wtedy OF/0Y jest ujednorodnieniem 0f/0Y bo degy f = deg f.
Stosujac twierdzenie Bezouta do pary F, 9F/0Y otrzymujemy

1) (Fgi)es+ Y0 (B oy = dd 1)

PE€EC
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Przypomnijmy ponadto, ze

of Jcz = deg A

2 (. 5

gdyz wyréznik A jest Y-rugownikiem pary wielomianéw f, 0f/0Y. Ze wzgledu
na zalozenie degy f = deg f zbidr C lezy calkowicie w plaszczyznie afinicznej
okreslonej nieréwnoscia X # 0. Wprowadzmy wspdhzedne Y7 = Y/X oraz Z; =
Z/X iniech g(Y1,71) = F(1,Y1,Z1). Mamy zatem

B X G = Y0 =T o)+ dme= 3 (€ e

pEC pEeL pEC o0

gdzie L jest prosta Z; = 0.
Rachunek powyzszy oparty jest na lemacie Tessiera (por. [Kr], str. 17). Laczac
wzory (1), (2) i (3) otrzymujemy formulg V.

Dla kazdego t € C oznaczmy f! = f —t. Zatem widkno f~1(t) jest krzywa
afiniczng o réwnaniu f! = 0. Domknigciem rzutowym wiékna f~1(t) jest krzywa
rzutowa C; C P? dana réwnaniem F(X,Y,Z) — tZ% = 0. Oczywiscie (C)o =
Cw. Dla kazdego p € Co oznaczamy pi = u,(Cy). Istniejg liczby pg™ > 0
(p € Cu) takie, ze py, > ps°™ dlat € C przy czym p, = p& dla prawie wszystkich
(wszystkich z wyjatkiem skoniczonej iloéci) ¢ € C. Bezposredni dowdd tego faktu,
czytelnik znajdzie w [Kr] (strony 31-37). Zatem zbiér A(f) = {t € C: pf >

p&" dla pewnego p € Cw } jest skoriczony a wielkosci

N = D (g, — ™)

pE€EC

=Y M(f)

teC

oraz

sg dobrze zdefiniowane i dajg pewng informacje o zachowaniu sie w nieskoriczonosci
wiékien f~1(t) oraz odwzorowania f : C? — C.
Ponadto dogodne jest pojecie liczby Milnora widkna f=1(#)

p= > mlf)
pESTI(2)
Latwo zauwazy¢, ze globalna liczba Milnora p(f) jest suma
=> ui(f)
teC

Korzystajac z formuty Krasifiskiego charakterystyki A(f) i A{(f) mozna opisaé
efektywnie. Poniewaz nie zmieniajg sie one przy liniowej zmianie zmiennych X,
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Y, mozemy zalozyé, ze degy f = degf = d. Ten sam warunek jest spelniony
przez wielomian f'. Oznaczmy A(T, X) = discy (f(X,Y) — T) i niech A(T, X ) =
Ao(T)XN +A(T)XN=1 ...+ An(T) gdzie Ag(T) # 0 w C[T]. Stosujac formute
Krasinskiego tatwo sprawdzamy, ze A(f) = {t € C : Ao(T) = 0} oraz \'(f) =
N —degy (A(X,1)).

Zajmiemy sig teraz charakterystyka Eulera widkien f~1(¢). Z formuty IV wynika
natychmiast

(VI) X(f7H®) = x(Cy) — ¢

Podstawowe znaczenie ma

VII. Formuta Ephraima.
Przy wprowadzonych oznaczeniach charakterystyka x(f~1(t)) jest stata prawie
wszedzie oraz

L= x(f " (tgen)) + D (X(FTHB)) = X(F ™ (tgen))).

teC

Tutaj tgen € C jest “liczba generyczng”; oznacza to, ze formula VII jest prawdzi-
wa dla prawie wszystkich tgen € C. Explicite wystepuje ona w pracy [E]. Tego typu
formuly wigzane z nazwiskiem Lefschetza wspomniane sg réwniez w [GH]. Latwo
zauwazy¢, ze na mocy VI formuta VII jest réwnowazna nastepujacej:

(4) 1+c=x(Ct,,) + Z(X(Ot) - X(Ctgen))

teC

Dowdéd powyzszej formuly czytelnik znajdzie w dalszej czesci tego artykutu. Teraz
podamy pewne zastosowania.

VIII. Formula Cassou—Nogues.
Przy wprowadzonych oznaczeniach

dd—=3)= 3 pE —ctpu(f)+ M)~ L

P€C

Formula powyzsza zostala podana przez autorke w pracy [CN]. Podamy tutaj
dowo6d w oparciu o wzory VII i I zupelnie rézny od oryginalnego.

Dowdd. Stosujac formute I do krzywej C; otrzymujemy

(5) X(Ch) = —d(d—3)+ p'(f)+ Y ub

PE€C
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Gdy t = tgen jest wartoscia generyczng to na podstawie twierdzenia Sarda krzywa
ft = 0 jest nieosobliwa i otrzymujemy

(6) X(Crp) = —d(d—=3)+ Y ps™

r€Ccx
Ze zwigzkéw (4) 1 (5) otrzymujemy:
(7) X(Ct) = x(Ch.) = 1" (f) + X (f)
Podstawiajac wzory (6) i (7) do (4) dostajemy formule Cassou—Nogues.
IX. Formula Ephraima—Gavrilowa.

XUTHO) =1 = p(f) = M) + p' (F) + X ().

Dowdd. Ze wzoru (6) i formuty Cassou-Nogues dostajemy x(Ct,,,) = 1+c—pu(f)—
A(f). A wiec na podstawie VI

(8) X(F " tgen)) = 1= u(f) = A(f)
Ze wzoru (7) otrzymujemy:
(9) X)) = X(F 7 (tgen)) = 1 () + X(f)

Laczac (8) 1 (9) dostajemy formute IX.

Przypomnijmy, ze punkt ¢ € C jest punktem bifurkacyjnym wielomianu f wtedy
i tylko wtedy, gdy ¢ jest wartoscig krytyczng f (w sensie Sarda) lub gdy t € A(f).
Zatem t nie jest punktem bifurkacyjnym doktadnie wtedy, gdy p!(f) = 01 M¢(f) = 0.
Mozemy zatem stwierdzié, ze:
* jezeli t nie jest punktem bifurkacyjnym f to x(f~1(t)) = 1 — u(f) — A(f),
** jezeli t jest punktem bifurkacyjnym f to x(f71(t)) > 1 — u(f) — A(f).
Charakteryzacja wiékien “typowych” (tzn. postaci f~1(t) gdzie ¢ nie jest punk-
tem bifurkacyjnym) jako wiékien o minimalnej charakterystyce Eulera zostata po-
dana w pracy [HL].
X. Globalna formula Tessiera.
Jezeli f : C?> — C ma skoriczong liczbg punktow krytycznych i degy f = deg f =
d> 0, to
of . ¢
e = (/) +§A (f)+d—1.
t£0

(f,

Powyzsza formula wynika tatwo z formuly Krasiniskiego i formuty Cassou—Nogues.
Wynika z niej natychmiast

Whniosek. Przy zaloZeniach formuty X
of
— > —1
(f) ay)CQ = /’L(f) +d
Réwnoéé zachodzi dokladnie wtedy, gdy A(f) C {0}.

Powyzsza nieréwnos$é zostala udowodniona bezposrednio w [CK] i [Kr| gdzie
zostaly podane zastosowania do hipotezy jakobianowe;j.
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CALKOWANIE WZGLEDEM CHARAKTERYSTYKI EULERA

Celem tego rozdziatu jest podanie zwieztych dowodéw formut I, I, TV i VII.

W dowodach postuzymy sig technika calkowania wzgledem charakterystyki Eu-
lera. Byla ona stosowana przez matematykdéw rosyjskich juz w latach siedemdzie-
siatych. Szerzej spopularyzowal ja O. Viro w [V]. Ponizej przedstawimy krétki
zarys tej teorii. Ograniczymy sie w nim do kategorii zbioréw i odwzorowan semi-
algebraicznych.

Charakterystyka Eulera.

Zalézmy, ze X jest przestrzenia topologiczng dla ktérej grupa homologii singu-
larnych H(X,R) jest przestrzenia wektorowa skoriczonego wymiaru. Jej charak-
terystyka Eulera nazywamy liczbg x(X) = Y o (—1)" dim H;(X,R). W topologii
algebraicznej dowodzi sie, ze dowolna triangulowalna przestrzen topologiczna spet-
nia powyzsze zalozenie. Wynika stad, ze zwarte zbiory semialgebraiczne maja
skoniczone charakterystyki Eulera.

Odnotujmy kilka podstawowych wtasnosci charakterystyki:

(1) jesli X = (JI, e; jest rozbiciem zwartego zbioru X na komoérki, to x(X) =
ST (—1)dme,

(2) jesli X 1Y sa homotopijnie réwnowazne, to x(X) = x(Y),

(3) jedli A jest zbiorem skoniczonym z topologia dyskretng to x(A) = #A.

Funkcje konstruowalne, calka.

Definicja. Niech V bedzie zbiorem semialgebraicznym (afinicznym lub rzutowym).
Funkcje f : V — R nazywamy konstruowalng gdy:
(a) f jest skoriczong kombinacja liniowa funkcji charakterystycznych podzbioréw
semialgebraicznych zbioru V,
(b) Domknigcie f~1(R\ {0}) jest zbiorem zwartym.

Twierdzenie. Dowolna funkcja konstruowalna f : V. — R ma reprezentacje f =
o g, + -+ asli, gdzie K; sq zwartymi podzbiorami semialgebraicznymi V a
14 oznacza funkcje charakterystyczng zbioru A.

Twierdzenie i definicja. Niech f : V — R bedzie funkcjq konstruowalng jak
wyzej. Liczba [\, fdx = Y aix(K;) nie zalezy od reprezentacji funkcji f. Nazy-
wamy jq catkq z [ wzgledem charakterystyki Eulera.

Przyktad. Wezmy dwa zwarte zbiory semialgebraiczne K, L C V. Jest Ly =
Ix + 1 — 1gnr. Z powyzszego twierdzenia wynika, ze mozemy te réwnosé
scalkowa¢ stronami. Otrzymujemy zatem x(K U L) = x(K) + x(L) — x(K N L).

Twierdzenie typu Fubiniego. Niech f: A — B bedzie cigglym odwzorowaniem
semialgebraicznym ze zwartego zbioru A. Wtedy:
(a) h:B>b— h(b) = x(f1(b)) jest funkcjq konstruowalng,

(b) x(A) = [ hdx.
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Przyktad. Sprawdzimy, ze charakterystyka Eulera okregu jest rowna zero. Wezmy
w tym celu okrag O o réwnaniu 22 +y? = 1 i rozwazmy rzutowanie p : O > (z,y) —
z € R.

Dla z z przedziatu (—1,1) zbiér p~i(z) jest dwuelementowy, jedli z = =+1
to #p~1(x) = 1, dla pozostalych x € R p~t(z) = 0. Dlatego funkcja h(z) =
x(p~!(x)) jest réwna 21 (_y 1y + Ly_13 + L3y = 20[_q,1) — Lg_1} — Lqy13. Na mocy
twierdzenia Fubiniego x(O) = [; hdx = 2x([-1,1]) — x({—1}) — x({1}) = 0.

Wyprowadzenie formuty II.

Niech v : C' — C bedzie normalizacja krzywej rzutowej C'. Dla dowolnego punktu
p € C wiékno v~1(p) ma krotnosé r,(C). Dlatego funkcja h: C > p — x(v~(p))
réwna h(p) = r,(C) ma reprezentacj¢ h = L + >, co(rp(C) — 1)1y Suma w
tym wzorze jest faktycznie skoriczona bo 7,(C) # 1 tylko dla skoniczonej liczby
punktéw.

Na podstawie wzoru Fubiniego

X(C) = /c hdx = x(C) + 3 (1p(C) — 1).

peC

Wyprowadzenie formuly IV.

Potraktujmy C jako przestrzeri topologiczna z topologig indukowang, z P2. Wy-
korzystamy dobrze znany fakt, ze do kazdego punktu p € C' mozna dobraé¢ dowolnie
mate otoczenie domknigte B, homeomorficzne ze skonczona sumg rozigcznych két
z utozsamionymi érodkami. Brzeg zbioru B, jest homeomorficzny z sumg brzegéw
tych kot czyli z suma skonczonej ilosci okrggéw. Wynika stad, ze zbidr B, jest
Sciagalny do punktu p oraz, ze brzeg 0B, jest mocnym retraktem deformacyjnym
By \ {p}-

Dobierzmy do kazdego z punktéw p € F' otoczenie B, o powyzszych wlasnosciach
na tyle male aby B, i B, byly roztaczne dla p # ¢, p,q € F ipotézmy K = UpeF By,
L = cl(C\ K). Z opisu zbioréw B, wynika, ze F' jest retraktem deformacyjnym
K, L jest retraktem deformacyjnym C'\ F oraz, ze K N L jest homeomorficzny ze
skoniczong sumg rozlacznych okregéw. Zatem x(K) = x(F) =k, x(L) = x(C\ F),
X(K N L) = 0. Ostatecznie x(C) = x(KUL) = x(K) + x(L) — x(KNL) =
X(C\ F) + k.

Wyprowadzenie formuty I.

Bez utraty ogdlnosci mozemy zalozy¢, ze krzywa rzutowa C' stopnia d przecina
prosta w nieskoniczonosci {Z = 0} w dokladnie d punktach, co wigcej punkt (0:1:0)
nie nalezy do C. Z powyzszego zalozenia wynika, ze wszystkie punkty w nieskon-
czonosci krzywej C' sa nieosobliwe. Krzywa C' jest zbiorem zer wielomianu jed-
norodnego F(X,Y, Z) stopnia d. Z zalozenia o polozeniu krzywej wzgledem prostej
w nieskoniczonosci wynika, ze F(X,Y,0) rozpada sig¢ na iloczyn d réznych czyn-
nikéw liniowych a wige krzywe C' 1 9F/0Y = 0 nie maja wspélnych punktéw w
nieskonczonodci.
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Dla obliczenia charakterystyki Eulera C' wezmy odwzorowanie
7:C 3 (vy:2) — (w:2) € P

i wyliczmy charakterystyki Eulera zbioréw «~1(p) dla p € P*.

Wiékno 77 1(p) dla p = (x:y) jest zbiorem punktéw przecigcia krzywej C z
prosta zX — xZ = 0. W przypadku gdy p = (1:0) 7=1(p) = CN{Z = 0} a
zatem #7!(p) = d. Dla p = (2:1) jedynym punktem w nieskoriczonosci prostej
lp;: X —xZ =0 jest (0:1:0). Poniewaz na mocy zalozenia nie nalezy on do krzywej
C' wiegc dalsze rachunki mozemy prowadzié we wspdhrzednych afinicznych (X,Y).
W tych wspoélrzednych réwnania [, i C' przyjmujg postaé odpowiednio X —z =0
i f(X,Y) =0 gdzie f(X,Y) = F(X,Y,1). Dla dowolnego punktu przecigcia r €
l; N C mamy formule Teissiera

L= (X a8 20 (20,
Po zsumowaniu
#r )= Y X o)+ (08, 90y (7, 20,

rel,NC

_ of é’f 3f
rel,NC
Skorzystalismy tutaj z twierdzenia Bezouta: > ., ~~(f,X —z), = d.

Ostatecznie mozemy stwierdzi¢ ze funkcja h : P! > p — x (7~ !(p)) ma reprezen-

tacje
8f 8f of
h=dlp+» ) (G5 gy ) = s gy )l L@y
zeCrel,NC

Suma w powyzszym wzorze jest faktycznie skonczona bo tylko dla skoniczenie
wielu z € C proste [, przecinajg punkty osobliwe krzywej C' lub punkty wspdlne
krzywych C' 1 9f/0Y = 0. Na mocy twierdzenia Fubiniego

o) = [ nix=a®)+ Y X 15550, - (1.2 ov)

zeCrel,NC

af o 0
-2+ 3 I (o2 L) = ()
r)=0

Z zalozenia o polozeniu krzywej C' wzgledem prostej w nieskoniczonosci wynika,
ze Y p(ry=o(0f /10X, 0f0Y), = 3 ccmp(C) oraz na mocy twierdzenia Bezouta
Zf(r):()(f’ 0f/0Y ), = d(d—1) (bo krzywe f =01 0f/0Y = 0 nie przecinaja sie
w nieskoriczonodci). Wstawiajac te zwiazki do poprzedniego wzoru otrzymujemy
formute 1.
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Wyprowadzenie formuty VII.
Zachowajmy oznaczenia z poprzedniego rozdzialu. Obliczymy na dwa sposoby
charakterystyke Eulera powierzchni

V = {(z:y:2); (t:5)) € P2 x P! : sF(z,y,2) —tz? = 0}.

Sposéb 1: Niech p bedzie restrykcja do zbioru V rzutowania 7 : P2 x P! — P!
Dla a = (t:1) € P! wlékno p~!(a) jest homeomorficzne z krzywa Cy. Jedli a = (1:0)
to p~i(a) =~ {(z:y:z) € P2 : 22 = 0} ~ P!. Wobec tego funkcja h : P* > a —
x(p~1(a)) jest réwna

h=>_xX(Co)Lgyy + xP) {0
teC

=X(Cgen) 1p1 + Z(X(Ct) = X(Cgen )11y} + (2 = X(Cgen)) L (1:0)} -
teC

7 twierdzenia Fubiniego

(V) = / i = 2(Cgen) + 3 (X(Co) = X(Cen)) +2 = X(Cien)

teC

=2+ X(Cgen) + Y _(X(Ct) = X(Clgen))-

teC

Sposob 2: Niech ¢ bedzie restrykcja do zbioru V rzutowania 7 : P2 x P! — P2
Dla wszystkich a = (z:y:2) dla krérych F(z,y,2) # 0 lub z # 0 wiékna ¢~ !(a) sa
jednoelementowe. Z kolei jedli a = (2:4:0) i F(x,9,0) = 0 to ¢~ !(a) ~ P'. Takich
punktow jest jednak tylko skonczona ilo$é i sg to doktadnie punkty zbioru C,. W
takim razie funkcja h : P? 3 a — x(q~!(a)) jest réwna

h=1p2: + Z Ty
pECs)=0

7 twierdzenia Fubiniego

W)= [ hde=x®)+ 3 ) =3+

PEC

Odejmujac stronami oba wzory na charakterystyke zbioru V' dostajemy VII.

BIBLIOGRAFIA

[BK] E. Brieskorn, H. Knorrer, Ebene algebraishe Kurven, Birkhduser, Basel-Boston—Stuttgart,
1981.
[BR] B. Benedettini, J. J. Risler, Real algebraic and semi-algebraic sets, Hermann, Paris, 1990.



18 J. GWOZDZIEWICZ, A, PLOSKI

[CN] P. Cassou—Nogues, Sur la généralisation d’un théoréme de Kouchnirenko, Compositio Math.
103 (1996), 95-121.

[CK] J. Chadzyniski, T. Krasitiski, Properness and the Jacobian conjecture in C2, Bull. Soc. Sci.
Lett., Lédz, (1992), Vol. XIV, 132, 13-19.

[E] R. Ephraim, Special polars and curves with one place at infinity, Proc. of Symp. in Pure h
Math. 40 Part 1 (1983), 353-359.

[G] L. Gavrilov, On the topology of polynomials in two complex variables, Université de Tolouze,
preprint 1994.

[GH] P. A. Griffiths, J. Harris,, Principles of Algebraic Geometry, John Wiley and Sons, 1978.

[HL] HA Huy Vui, Lé Ding Trang, Sur la topologie des polynomes complezes, Acta Math. Viet.
99 (1984), 21-32.

[Kr] T. Krasiniski, Poziomice wielomiandw dwdch zmiennych a hipoteza jakobianowa (1991),
Wydawnictwo UL, L6dz.

[P1] A. Ploski, The Milnor number of a plane algebroid curve (1995), Materiaty XVI Konferencji
Szkoleniowej z Analizy i Geometrii Zespolonej, L6dz.

[V]  O. Viro, Some integral calculus based on Euler characteristic, Lect. Notes in Math., vol. 1346,
1989.

[Ki] F. Kirwan, Complex Algebraic Curves, Cambridge University Press, 1992.

[Ph] F.Pham, Courbes discriminantes des singularités planes d’ordre 3, Astérisque 7 et 8 (1973),
363-391.

THE EULER CHARACTERISTIC AND SINGULARITIES
AT INFINITY OF ALGEBRAIC CURVES.

Summary. In the paper we give a review of formulae connecting local invariants
of plane curves singularities and the Euler characteristic. Our intention was to
complete the collection given by F. Pham in [Ph].
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