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Streszczenie
Podajemy elementarne rozwiazanie problemu 1982-16 z ksiazki Arnold’s
Problems.

Dla dowolnego szeregu formalnego f € Cl[xy,...,x,]] postaci

(1) flay,...,z,) = Z aar® gdzie % = a7 - -
aeN™

okreslamy supp(f) = {a € N" : a, # 0} oraz Ay jako otoczke wypukla zbioru
{a+wv:a €supp(f),v € R} }. Zbiér Ay nazywamy wieloScianem Newtona
szeregu f. Jesli wieloScian Newtona A dotyka wszystkich osi uktadu wspéhrzednych,
to nazywamy go dogodnym. W takim przypadku obszar pod A czyli dopelnienie
A do R ma skoriczong objetos¢.

W ksiazce z problemami z seminarium Arnolda [A] jest zadanie

1982-16. Consider a Newton polyhedron A in R™ and the number p(A) =
nlV=>(n—V,+ > (n—2)!V;; —---, where V is the volume under A, V; is
the volume under A on the hyperplane z; = 0, Vj; is the volume under A on the
hyperplane z; = z; = 0, and so on.

Then u(A) grows (non strictly monotonically) as A grows® (whenever A rema-
ins convex and integer?). There is no elementary proof even for n = 2.

1Relacje A < A’ rozumiemy jako A D A’
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Dla n = 2 problem jest anonsowany jako rozwiazany, lecz bez podania do-
kladnego cytowania. Przedstawimy proste rozwiazanie tego zadania dla n = 2 a
pozniej pokazemy jak z pélciaglosci liczby Milnora wynika przypadek ogdlny.

Jezeli A C R2+ jest dogodnym diagramem Newtona, to

wA)y=25-a—->b+1,

gdzie S jest polem pomiedzy diagramem A i osiami, za$ (a,0) oraz (0, b) sa odpo-
wiednio wierzcholkami diagramu na osi poziomej i pionowej.

Murem nazywamy podzbiér pierwszej ¢wiartki ztozony z punktéw, ktorych od-
legtosé od osi ukladu jest nie wieksza niz jeden.

Propozycja 1 Niech A bedzie dogodnym diagramem Newtona ograniczajacym pole
S1 poza murem. Niech (a1,1) oraz (1,b1) beda punktami brzegu diagramu, ktérych
odlegtosé od osi wynosi doktadnie 1. Wowczas

(2) M(A)=251+a1+b1—1.

Dowéd. Mamy S = S1+ (H'“Tl_l +5bi=1 skad po elementarnych przeksztatceniach

2
otrzymujemy teze.
4

0.0\
\:(1,61)

S1

(a17 1)

(0’1)"| \

(1,0) (a,0)

Whiosek 2 Jezeli A D A’ sq dogodnymi diagramamsi Newtona, to p(A) < p(A’).

Dowd6d. Przyjmujac odpowiednio dla A i A’ oznaczenia S, aq, by oraz S’,a}, b}, tak
jak w Propozycji 1, otrzymamy S; < S7, a1 < o) oraz by < b}, skad wobec (2)
otrzymujemy teze.

PrzejdZzmy teraz do przypadku ogdélnego. Mamy

Twierdzenie 3 (Kusznirenko [K])
Jezeli f jest szeregiem o dogodnym wieloScianie Newtona, to

po(f) = n(Ay) ,

i dla szeregow niezdegenerowanych zachodzi rownosé.
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Warunek niedegeneracji (zob. [K]) jest speliony dla generycznych szeregéw o
ustalonym wielo$cianie Newtona A. Moéwiac dokladniej, niech A bedzie zbiorem
punktéw kratowych nalezacych do brzegu A. Wéwezas istnieje wlasciwy podzbidr
algebraiczny D C (C)qeca taki, ze dowolny szereg f postaci (1) o diagramie A jest
niezdegenerowany o ile uktad wspélczynnikéw (ay)aca nie nalezy do D.

Niech A D A’ beda dowolnymi dogodnymi wielo$cianami Newtona. Wezmy
niezdegenerowane szeregi f, g takie, ze Ay = A, Ay = A’, zalézmy dodatkowo, ze
f spelia warunek z poprzedniego akapitu i rozpatrzmy rodzine

Fy(x) =tf(z) + (1 —t)g(x)
parametryzowana t € C. Wowczas:
(i) Fo() = g(a), Fi() = f(x)
(ii) Ap, = A dla wszystkich t € C poza skoniczong liczba
(iil) szereg F} jest niezdegenerowany dla wszystkich ¢ € C poza skoriczong liczba

Aby sprawdzié¢ (ii), wezmy f(x) =Y aqz®, g(x) = box®. Jedli ¢ nie spelnia

zadnego z réwnan
tag + (1 —1)be =0

gdzie a € ANsupp(f) to ANsupp(F) = ANsupp(f) i woéwezas Ap, = A.

Podobnie sprawdzamy (iii). Uktady wspdlezynnikéw (taq + (1 — t)ba)aca Wy-
znaczaja prosta zawarta w (C)aeca przechodzaca przez punkty (aa)aca i (ba)aca-
Poniewaz pierwszy z tych punktéw nie nalezy do zbioru D wiec nasza prosta prze-
cina D w skoniczonej liczbie punktéw (bo D jest zbiorem algebaicznym) a wiec
szereg Fy jest zdegenerowany tylko dla skonczonej liczby parametrow ¢t € C.

Na podstawie twierdzenia Kusznirenki oraz (i)—(iii) dostajemy:

wo(Fy) = w(A) dla t # 0 dostatecznie bliskich 0
mo(Fo) = p(A)

Z pélciaglodei liczby Milnora (zob. [T] str. 39) dostajemy nieréwnosé uo(Fp) >
po(Fy) a wiee pu(A) < p(A').
Literatura

[A] V.I. Arnold, Arnold’s Problems, Springer 2004

K] A.G. Kouchnirenko, Polyédres de Newton et nombres de Milnor, Invent.
Math., 32 (1976), 1-31.

[T] J.C. Tougeron, Ideauz de fonctions différentiables, Ergebnisse der Mathe-
matik, Springer-Verlag, (1972)



12

ON ARNOLD’S PROBLEM

Summary. We give an elementary solution of a problem 1982-16 from the book
Arnold’s Problems.
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