MATERIALY XXII KONFERENCJI SZKOLENIOWEJ
Z GEOMETRII ANALITYCZNEJ I ALGEBRAICZNEJ
ZESPOLONEJ

2001 Lodz str. 7

O C°-DOSTATECZNOSCI DZETOW
RZECZYWISTYCH I ZESPOLONYCH

Janusz Gwozdziewicz, Andrzej Lenarcik (Kielce)

Wstep

W tym przegladowym artykule chcemy przypomnieé kilka podstawowych faktow
zwiazanych z lokalna stabilnoscig topologiczna dzetéw rzeczywistych i zepolonych,
a takze zwréci¢ uwage na kilka dotychczas otwartych pytan. Ze szczegdlng uwaga,
omawiamy przypadek rzeczywisty; jest on trudniejszy i jego delikatno$¢ moze
umkngé¢ uwadze, gdy koncentrujemy si¢ wylacznie na przypadku zespolonym. Na
finezje przypadku rzeczywistego zwrécit nam uwage Wojciech Kucharz w styczniu
1997 (w czasie semestru poswieconego osobliwo$ciom w Instytucie Fieldsa w To-
ronto).

Stabilnos¢ topologiczna dzetéw byta intensywnie badana na przetomie lat szesé-
dziesiatych i siedemdziesiagtych w ramach tzw. teorii katastrof zaproponowanej
przez René Thoma, stawiajgcej sobie za cel klasyfikacje osobliwosci. Szybko okazalo
sie, ze klasyfikacja analityczna dostarcza zbyt wiele typow, skad wzrost znaczenia
podejscia topologicznego. Idac tropem naturalnej historycznej kolejnoséci koncen-
trujemy sie na przypadku rzeczywistym. Wiekszo$¢ oznaczen zaczerpnelismy z
ksigzki [Lu.

Dostatecznosé dzetéw
Zdefiniujmy przestrzen r-dzetéw. Rozwazamy lokalne odwzorowania (R™,0) —
(RP?,0) klasy C* (k > r). Dwie takie funkcje uwazamy za réwnowazne, jezeli



ich rozwiniecia Taylora w zerze do rzedu r wlacznie pokrywajg sie. Klasy ab-
strakcji tej relacji nazywamy r-dzetami. Tak zdefiniowang przestrzen r-dzetow
oznaczamy J"(n,p). Klase abstrakcji funkcji f bedziemy oznaczaé j7(f). W
ustalonym ukladzie wspélrzednych, kazdy r-dzet jest jednoznacznie reprezentowany
przez wielomian stopnia nie przekraczajacego r.

Dzet Z € J"(n,p) nazywamy C-dostatecznym w klasie C* (k > 7), jezeli dla
dowolnych jego realizacji f,g w tej klasie, istnieja lokalne homeomorfizmy hy :
(R™,0) — (R™,0) oraz hy : (RP,0) — (RP,0) takie, ze

gohi=hyof.

Dla p = 1 zawsze mozna przyjaé hy = id. Zwréémy uwage, ze pojecie CO-
dostatecznoéci zwigzane jest z ustalona klasg regularnosci. Zamiast klasy C*
rozwazamy takze przypadek gladki (C°°) i analityczny (C“). Potrzeba uwzgle-
dniania klasy regularnosci nie pojawia si¢ w przypadku zespolonym, dzieki czemu
pojecie jest tam prostsze. W przypadku rzeczywistym uwzglednianie klasy jest
zasadne. PéZniej, przeanalizujemy za [Lu] dzet Z € J'°(2,1) C%dostateczny w
klasie C''!, ktéry nie jest C-dostateczny w klasie C''°. Oméwimy takze bardzo
ciekawe przyklady Kucharza [Kuch] tego typu. Przykladem dzetu, ktéry nie jest
CP-dostateczny w zadnej mozliwej klasie jest 22 € J?(2,1).

Waznym pojeciem blisko zwigzanym z C°-dostatecznodcia jest V-dostatecz-
nosé¢ (od stowa wariety). Dzet Z € J"(n,p) nazywamy V-dostatecznym w klasie
C* (k > r), jezeli dla dowolnych jego realizacji f,g w tej klasie, zbiory f~1(0)
oraz g~ 1(0) sa lokalnie homeomorficzne. Oczywiscie C°-dostatecznosé implikuje
V-dostatecznosé, ale generalnie nie na odwrét. Znane nam przyklady, réznic
pomiedzy tymi pojeciami dotyczg funkeji o wartosciach wektorowych (patrz [Lu]).
Jak zaraz zobaczymy pojecia C°— i V-dostatecznoéci sa bardzo zblizone w przy-
padku funkcji skalarnych, do ktoérych ograniczymy si¢ w dalszym ciagu.

Podstawowym pytaniem w rozwazanej teorii jest pytanie o dostateczno$é¢ dzetu.
Dzet dany jest jako para: liczba catkowita dodatnia r oraz funkcja f klasy C”. Dla
funkcji skalarnych mamy nastepujace dwa klasyczne wyniki.

Twierdzenie 1 (Kuo [Kuol], Kuiper [Kuip], Bochnak, Lojasiewicz [BL]).
Niech Z € J"(n,1) bedzie r-dzetem, a f jego realizacjq. Wdowczas nastepujgce
warunki $q rownowazine:

(i) Z jest V-dostateczny w klasie C",
(ii) Z jest CV-dostateczny w klasie CT,
(iii) |grad f(z)| > c|z|"~! w otoczeniu zera dla pewnego ¢ > 0.

Warto zauwazy¢, ze wlasnosé (iii) jest wlasnoscig dzetu, a nie tylko jego re-
alizacji. Dowdd implikacji (iii)=-(ii) podali niezaleznie Kuo [Kuol] oraz Kuiper
[Kuip]. Implikacja (ii)=-(i) jest oczywista. Implikacje (i)=-(iii) udowodnili Bochnak
i Lojasiewicz [BL].

Kolejne twierdzenie sprawia pozornie wrazenie twierdzenia ogdlniejszego, ale w
istocie tak nie jest. Jest to po prostu inne twierdzenie.



Twierdzenie 2.
Niech Z € J"(n,1) bedzie r-dzetem, a f jego realizacjqg. Wdowczas nastepujgce
warunki sq rownowazine:

(i) Z jest V-dostateczny w klasie C™1,
(ii) Z jest CO-dostateczny w klasie C™1,

(iii) |grad f(x)| > c|lz|"~% w otoczeniu zera dla pewnych ¢ >0, § > 0.

Twierdzeniu 2 nie wynika bezposrednio z analogicznych implikacji w Twierdzeniu 1,
ani na odwrét. Prawdziwosé implikacji (iii)=-(ii) w Twierdzeniu 2 dostrzegli Lu i
Chung [Lu,LuCh] (byé¢ moze kto$ jeszcze), ale praypisuja ten wynik Kuo, gdyz jest
prostg przerébka dowodu analogicznej implikacji w Twierdzeniu 1. Do dowodu im-
plikacji (i)=(iii) w Twierdzeniu 2, [Lu] odsyla do wspomnianej pracy [BL]. Nie jest
ona jednak, jak latwo zauwazy¢, bezposrednig konsekwencjg twierdzenia Bochnaka
i Lojasiewicza.

Obserwujac warunki (iii) obu twierdzent widzimy, ze podstawowe znaczenie dla
teorii ma minimalizowanie wykladnika o w nieréwnosci

lgrad f(z)| > c|z|* w otoczeniu zera dla pewnego ¢ > 0 .

Dla danej funkcji f, infimum takich wykladnikéw nazywamy lokalnym wyktad-
nikiem Lojasierwicza gradientu. Infimum to bedziemy oznaczaé & (grad f). Wy-
ktadnik Lojasiewicza w przypadku rzeczywistym badany byt w wielu pracach (np.
[L], [Kuo2], [BR], [G1], [G2]). Jezeli f jest analityczna, to wyktadnik jest osiggany.

Ponizszy przyktad pochodzi z ksiazki [Lu] (example 1.4, p. 147). Rozwazmy
wielomian f(X,Y) = X3 —3XY7. Mamy [&(grad f) = 9%, skad

lgrad f(z,y)| > c|(x,y)|10_% lokalnie dla pewnego ¢ > 0 .

7Z twierdzenia 2 wynika, ze dzet j10(f) jest C%-dostateczny w klasie C'! oraz nie
jest on C-dostateczny w klasie C19. Warto znaé bezposrednie sprawdzenie tego
drugiego faktu. Wystarczy pokazac, ze dzet nie jest V-dostateczny w tej klasie.
Realizacja, dzetu w klasie C'10 jest

- 1 z z
a® = 3ay” = 20y["°% + (z — |y|*)* (= + 2ly|?) .

Dodajac od obu stron zaburzenia £V (z+2|y| %), po przyréwnaniu do zera, otrzy-
mujemy zbiory lokalnie niehomeomorficzne.

Stopnie dostatecznosci

Niech teraz f : (R™,0) — (R, 0) bedzie funkcjg analityczng. Funkcja okresla r-dzet
j"(f) dla dowolnego r = 0,1,.... Dla dowolnego ustalonego k = 0,1, ... mozemy
szuka¢ minimalnego r takiego, ze dzet j"(f) jest CY-dostateczny (V-dostateczny)

(k)

w klasie C"™t*. Wielko§é¢ te oznaczmy vy W przypadku V-dostatecznosdci i v(*)



10

w przypadku C°-dostatecznodci (to drugie oznaczenie nawigzuje do tradycyjnego
oznaczenia vy = I/](cw)). Wprost z definicji mamy

(0) 1) (0) (w)
(1) Vil Z vy = 2y 2y
P (0) (1) (c0) (w)
0 1 o] w
(2) Vil Zvpl > 2y 2
Ponadto
(3) u}k) > U;k) .

7 Twierdzenia 1 mamy
(4) v = = (1 (grad ) + 1

(przez (x) oznaczamy najmniejszg liczbe catkowity > x). Z Twierdzenia 2 wynika,
ze

(5) o = v = I (grad £)) +1

(przez [z] oznaczamy najwiekszg liczbe catkowity < x). Z wzoréw (4) i (5) wynika
rownos$¢ wymienionych czterech stopni dostatecznosci, gdy wyktadnik Lojasiewicza
jest liczbg catkowity. Dla ulamkowego wykladnika, (4) jest dokladnie o jeden
wigksze od (5). Dla f = X3 — 3XY7 z przykladu mamy v](co) = l/](co) = 11 oraz
v}l) = 1/;1) = 10.

Dla k > 2 nie sg znane dokladne wzory na v}k) oraz u}k). Z (1), (2), 3)1i(5)
wynika, ze wielkoci te szacuja sig z géry przez [IF(grad f)] + 1. Ponadto latwo
sprawdzamy, ze kolejne wartosci w ciagach (1) i (2), dla k skoficzonych, réznig sig
co najwyzej o 1. Nie wiemy czy réwno$é¢ w (3), ktéra dla k = 0, k = 1 wynika z
cytowanych twierdzen, zachodzi takze dla k > 2.

Warto teraz przyjrzeé sie przypadkowi zespolonemu. Ograniczymy sie do przy-
padku holomorficznych funkcji skalarnych (C™,0) — (C,0). Przestrzen r-dzetéw
definiujemy analogicznie jak w przypadku rzeczywistym. Poniewaz rézniczkowal-
nosé jest tu rownowazna holomorficznosci, uwzgledniamy wytacznie realizacje holo-
morficzne. Dzigki temu latwiejsza jest definicja V- i C%-dostatecznosci dzetu.
Réwniez stopnie V- i C%-dostatecznosci redukujg, sie wylgcznie do przypadku holo-
morficznego. Odpowiednie stopnie dla funkeji f bedziemy oznaczaé vy oraz vy, przy
czym jak poprzednio vy < vy. Analogicznie definiujemy wykladnik Lojasiewicza.
W przypadku zespolonym zachodzi elegancka réwnosé

vy = (IS (grad f)] +1.
Nieréwno$é < wykazali Lu i Chang [LuCh] opierajac sie na pracy [Kuol], za$
nieréwnos¢ przeciwng udowodnit Teissier [Te].

Przyklady Kucharza
Pod koniec lat siedemdziesigtych Bochnak i Kucharz [BK] sformulowali hipoteze
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dotyczacg C%-dostatecznosci dzetéw rzeczywistych, ktéra w naszych oznaczeniach
mozna zapisaé jako

1 2 00
(6) V;):V}):...:Vj(c).

Hipoteza ta uwzgledniala réwniez funkcje o warto$ciach wektorowych. Gdyby
hipoteza byla prawdziwa, to wszystkie stopnie bylyby réwne [If(grad f)] +1. W
potowie lat osiemdziesigtych Kucharz [Kuch| podat kontrprzyklad dla dzetéw J" (3, 1).

Przyklad (Kucharz).
Niech fi(z,y,2) = 2> — 3xy?k 5 £ 23 k=1,2,..., bedzie wielomianem zmiennych
rzeczywistych. Niech ri, = 2k + 7. Wowczas:

(i) dzet j7%(f) jest C°-dostateczny w klasie C"+HE+1
(ii) dzet j7*T*(f) nie jest V-dostateczny w klasie C™*F.

Z (i) mamy
V](ck+1) <r,=2k+7
oraz z (ii)
O >tk =3k + T,

co daje nam ostra nieréwnos$é w ciaggu (6):

Z/J(cl)21};0)—1>3k‘+622k+721/;k+1).

Hipoteza Bochnaka-Kucharza pozostaje otwarta w J"(2,1).

Zakonczenie.

Moze na koniec jeszcze kilka stéw o poréwnaniu wyktadnika rzeczywistego i ze-
spolonego funkcji analitycznej. Ten sam szereg zbiezny f dwu zmiennych o wspol-
czynnikach rzeczywistych, definiuje jednoczesnie rzeczywista funkcje analityczna
oraz funkcje holomorficzng. Poniewaz R C C, wykladnik rzeczywisty mozemy
traktowaé jako wykladnik zespolony zawezony do podzbioru. Wynika stad tatwo
nierownosé

I§ (grad f) > It (grad f) .

Merle podal przyklad f = y° — 22 4+ y2!0, dla ktdérego nieré6wnoéé jest ostra.
Mamy (& (gradf) = 10 (patrz np. [G1]) oraz I§(gradf) = 11 (mozna np. sko-
rzystaé z [Len]). Obszerna analiza zaleznosci pomiedzy przypadkiem rzeczywistym
i zespolonym zaprezentowana jest w [BR].
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On CY-sufficiency of real and complex jets
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