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1 Wstep

Niech K{[z,y]] bedzie piericieniem formalnych szeregéw potegowych nad alge-
braicznie domknietym cialem K. 7 kazdym niezerowym szeregiem potegowym
f= Zij a;;xv'y? € K[[z,y]] bez stalego wyrazu mozna skojarzy¢ dwie powiazane
ze sobg wielkosci.

Pierwsza z nich jest niezmiennik §(f), zwany réwniez liczba punktéw podwdj-
nych krzywej f = 0 ukrytych w zerze, ktéry definiuje sie algebraicznie jako
dimg (R/R) gdzie R = K[[z,y]]/(f) oraz R jest domknieciem catkowitym pier-
Scienia R w jego pierscieniu utamkéw.

Druga to wielkos¢ dn(f). Przypomnijmy, ze diagram Newtona A(f) jest to
otoczka wypukla zbioru |, . 4o{(i,5) + R2,}. Przyjmujemy z definicji, ze dx(f)
jest to liczba punktéw kratowych domkniecia zbioru (1,400) x (1,4+00) \ A(f).

Przyklad 1.1 Jesli f = y® + 323y® + 528
to na podstawie rysunku on(f) = 11.

Podana powyzej definicja dn(f) pochodzi z [1]. W [2] zdefiniowano te wielkosé
w inny sposéb. Réwnowaznoéé obu definicji wynika tatwo z Uwagi 1 w [4].
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Jedna z nieréwnodci typu Kusznirenki jest d(f) > dn(f) (zobacz [2, The-
orem 3.10]). Twierdzenie 3.12 artykulu [2] podaje warunek konieczny i wystar-
czajacy na rownosé. Celem tej notki jest udowodnienie tego twierdzenia w oparciu
o wyniki [3] i [4].

2 WHNND

W [2] wprowadzono pojecie quasijednorodnej niedegeneracji w sensie Newtona
pod angielska nazwa “weighted homogeneous Newton non-degeneracy”, w skrocie
WHNND.

Przypomnijmy najpierw co to sa wielomiany quasijednorodne. Niech (n,m)
bedzie para wzglednie pierwszych liczb naturalnych. Wielomian h = )", ; a;;xty’
nazwiemy quasijednorodnym typu (n,m;d) gdy dla wszystkich jednomianéw
aijxiyj wchodzacych w jego sktad ni+mj = d. Liczbe d nazywamy wtedy stopniem
wazonym wielomianu h wzgledem wagi w = (n,m).

Rozpatrywany przez nas szereg f € K|[[z,y]] mozna rozlozyé na sume

F=FE o fia

gdzie fi’ # 01 f;¥ sa wielomianami quasijednorodnymi stopni wazonych ! wzgledem
wagi w dla ! > d. Wielomian f} rozklada sie na iloczyn czynnikéw

k
fy = jednomian x H(y” —a;z™)"

i=1

7z niezerowymi i parami réznymi wspétczynnikami a;.

Powiemy, ze szereg f jest WHNND wzgledem wagi w = (n,m) gdy dla do-
wolnego indeksu ¢ € {1,...,k} wykladnik r; = 1 lub w przypadku gdy r; > 1
wielomian y" — a;z™ nie dzieli fy,,. Szereg f nazwiemy WHNND gdy jest on
WHNND wzgledem kazdej wagi.

Warunek WHNND wystarczy sprawdzaé dla wag w = (n, m) dla ktérych wektor
[n,m] jest prostopadly do krawedzi diagramu Newtona szeregu f bo tylko wtedy
wielomian f}’ nie jest jednomianem.

Zacytujmy Twierdzenie 3.12 z [2].

Twierdzenie 2.1 Jesli dn(f) < 400 to 6(f) = dIn(f) witedy i tylko wtedy gdy
szereg f € K|[z,y]] jest WHNND.

Uwaga 2.2 Gdy dn(f) = +00 to z nierdwnosci §(f) > dn(f) wynika, ze réwniez
d(f) = +oo.



13

3 Modyfikacje toryczne a WHNND

Celem tego rozdzialu jest pokazanie, ze szereg f € K]l[z,y]] jest WHNND wtedy
i tylko wtedy gdy przeciwobraz wtasciwy krzywej f = 0 poprzez modyfikacje to-
ryczng skojarzong z diagramem Newtona A(f) jest krzywa nieosobliwa w punktach
przeciecia z dywizorem wyjatkowym.

Niech o bedzie lokalna modyfikacja toryczna o wachlarzu wéréd ktorego kra-
wedzi sa wszystkie o kierunkach wewnetrznych wektoréw normalnych do krawedzi
diagramu Newtona A(f). Rozpatrzmy jeden ze stozkow wachlarza rozpinany przez
wektory catkowitoliczbowe [n, m], [n1,m1], gdzie n > 0, m > 0, nm; — mn; = 1.
Dokonujac podstawienia torycznego x = u™v™, y = u™v"™ w f = f + fi\ + -
otrzymujemy szereg postaci

k
jednomian X (H(v —a;)" + f;ﬂl(v)u + )

i=1

Zatem krzywa Hle(v —a)" + f;"ﬂ(v)u + -+ = 0 bedaca przeciwobrazem
wlasciwym f = 0 przecina skladowa v = 0 dywizora wyjatkowego w punktach
(0,a;) dlai=1,...,k. Jest ona we wszystkich tych punktach krzywa nieosobliwa,
czyli zadawana przez réwnania rzedu 1 w tych punktach, wtedy i tylko wtedy gdy
szereg f jest WHNND wzgledem wagi (n, m).

4 Dowdd twierdzenia

Niech ¢ bedzie lokalna modyfikacja toryczna z poprzedniego rozdzialu. Wtedy na
podstawie Twierdzenia 4 z [4] dostajemy 0(f) = on(f) + >, 0,(C) gdzie suma
jest rozciagnieta na wszystkie punkty przeciecia przeciwobrazu wiasciwego krzywej
f =0, oznaczanego przez C, z dywizorem wyjatkowym. Twierdzenie to zostato wy-
powiedziane i udowodnione dla zbieznych zespolonych szeregéw potegowych zmien-
nych z, y ale poniewaz jego dowdd jest oparty na formule Noethera dla niezmien-
nika 0 zachodacej rowniez dla szeregéw formalnych w dowolnej charakterystyce,
pozostaje ono prawdziwe dla f € K[[z,y]].

Kazdy z niezmiennikéw 6, (C) jest liczbg nieujemna i jest réwny 0 wtedy i tylko
wtedy gdy krzywa C jest nieosobliwa w punkcie p. Stad d(f) = dn(f) wtedy
i tylko wtedy gdy C jest krzywa nieosobliwa w punktach przeciecia z dywizo-
rem wyjatkowym co jak stwierdziliSmy w poprzednim rozdziale jest rownowazne
WHNND szeregu f.
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SOME REMARKS ON KOUCHNIRENKO TYPE FORMULA FOR DELTA-INVARIANT

Summary. Let f € K[[z,y]] be a formal power series over the algebraically closed
field K of arbitrary characteristic. In this note we compare the delta-invariant §(f)
with dn(f) calculated using the Newton diagram of f. We reprove Greuel and
Nguyen’s result that 6(f) = dn(f) if and only if f is satisfies some nondegeneracy
condition called the weighted homogeneous Newton non-degeneracy.
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