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Streszczenie

Niech f =0, g = 0 beda réwnaniami krzywych analitycznych okreslonych
w otoczeniu zera na plaszczyznie C? oraz niech w : M — (C?,0) bedzie lo-
kalna modyfikacja toryczna. Podajemy formuly ktére wiaza liczbe Milnora
to(f) z suma liczb Milnora Zp up(f) rozciagnieta na punkty przeciecia prze-
ciwobrazu wtasciwego krzywej f = 0 z dywizorem wyjatkowym. Wyprowa-
dzamy tez podobne wzory dla krotnosci przeciecia (f, g)o. Uzyskane formuly
uogdlniaja twierdzenia Kusznirenki i Bernsteina oraz klasyczne twierdzenie
Noethera dla krotnosci przeciecia po rozdmuchaniu.

1 Twierdzenia Kusznirenki i Bernsteina
Niech f € C{z,y} bedzie szeregiem dla ktérego ani f(x,0) ani f(0,y) nie jest

tozsamosciowo réwne 0. Taki szereg nazywamy dogodnym.
Dla szeregu dogodnego f(z,y) = Zij aijxiyj okreslamy jego nosnik suppf jako
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zbiér indekséw przy niezerowych wspélczynnikach
suppf = { (4,7) : ai; #0}

oraz diagram Newtona Ay jako otoczke wypukla zbioru suppf + Ri. 7 warunku
dogodnosci szeregu f wynika, ze a0 # 0 oraz ag; # 0 dla pewnych 4, j a wiec
brzeg Ay ma punkty wspdlne z obydwiema osiami. Fragment brzegu Ay bedacy
mnogos$ciowa suma jego zwartych odcinkéw nazywamy lamana Newtona szeregu f
i oznaczamy Ny.

Wprowadzmy dalsze oznaczenia. Dla diagramu Newtona A ktérego lamana
Newtona N dotyka osi w punktach (a,0) i (0,b) oznaczamy:

e P(A) =Pole(R2 \ A)

o u(A)=2P(A)—a—-b+1

e 7(A) = liczba odcinkéw na ktére dziela tamana Newtona N punkty kratowe

o 3(A) = (u(A) +r(A) =1)/2

Jesli A1, Ay sa dwoma diagramami Newtona to ich polem Minkowskiego nazy-
wamy wielkos¢ [Al, AQ] = P(Al + Ag) - P(Al) — P(AQ)

W latach 70-tych ubieglego wieku grupa matematykéw skupionych wokét Ar-

nolda podata wzory na wiele niezmiennikéw osobliwo$ci w terminach diagraméw
Newtona. Zacytujemy wazne dla dalszego tekstu wyniki (zob. [K], [Ch]).

Twierdzenie 1 Niech f,g € C{x,y} beda szeregami dogodnymi. Wtedy

(1) (f.9)0 = [Af, A]
(2) do(f) > 6(Ay)
3) po(f) > p(Ay)
(4) ro(f) < r(Ay)

Jesli wspdtczynniki szeregow f(x,y), g(x,y) o indeksach odpowiednio ze zbioréw
Ny, Ny sa dostatecznie ogdlne to w powyzszych wzorach sq réwnosci.

W twierdzeniu: Jo(f), oznacza liczbe punktéw podwdjnych krzywej f = 0 w
zerze, o(f) liczbe Milnora f w zerze, ro(f) jest liczba galezi krzywej f = 0 prze-
chodzacych przez 0 oraz (f, g)o oznacza indeks przeciecia f i g w zerze. Stowo “do-
statecznie ogdlne” w drugiej czesci twierdzenia oznacza, ze wspolczynniki szeregow
f(z,v), g(z,y) o indeksach odpowiednio ze zbioréw Ny, Ny (takich wspélezynnikéw
jest skonczona ilo$é) leza w pewnym gestym zbiorze konstuowalnym. Rdéwnania
tego zbioru sa to tak zwane warunki niedegeneracji (zobacz §2 w [Ch]).
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2 Twierdzenie Noethera

Niech f =0, g = 0 beda réwnaniami krzywych analitycznych okreslonych w oto-
czeniu zera na plaszczyznie C2. Jedli ¢ : M — C? jest rozdmuchaniem C? w
zerze to klasyczne formuly wiaza niezmieniki osobliwoéci tych krzywych w zerze z
niezmiennikami osobliwosci ich przeciwobrazéw wlasciwych.

Twierdzenie 2 Zaldzmy, ze krzywe f =0, g = 0 nie maja wspdlnych sktadowych
Jesli f =0, g = 0 sq lokalnymi réwnaniami ich przeciwobrazéw wtasciwych przy
rozdmuchaniu o to

(5) (f.9)0 = (ordof)(ordog) + > (F.9)p

p€o—1(0)

Jesli krzywa f = 0 nie ma sktadowych wielokrotnych, to

(6) do(f) = (ordof)(ordof =1)/2+ Y &(f)

p€o—1(0)

(7) po(f) =1 = (ordof)(ordof — 1) + S wH -1

pE—1(0)nN{f=0}

Klasyczne twierdzenie Noethera to formuty (5) na krotnosé przeciecia ([B], The-
orem 13) oraz (6) na ilosé punktéw podwdjnych do(f). Wzér (7) wynika z formuty
200(f) = po(f) +7r0(f) = 1.

3 Lokalne modyfikacje toryczne

Celem tego artykutu jest wyprowadzenie formut ktére uogdlniaja te z twierdzenia 2
na przypadek dowolnej lokalnej modyfikacji torycznej m : M — C?. W przypadku
kiedy 7 jest rozdmuchaniem sprowadza sie one do (5)—(7) a dla modyfikacji torycz-
nej o dostatecznie drobnym wachlarzu dadza wzory (1)—(3) z twierdzenia 1.

3.1 Wachlarze

Stozek prosty S C R? jest to zbiér
S={af+B7:a>0,8>0}

gdzie wektory 5, 7 € R? rozpinajace S sa catkowitoliczbowe i tworza baze kraty
catkowitoliczbowej, to znaczy det(g, V) = 1. W dalszym ciagu wektorami rozpi-
najacymi stozek prosty bedziemy nazywaé taka witasnie pare wektoréw.

Skonczony zbiér stozkéw prostych ktérych suma mnogodéciowa daje pierwsza
¢wiartke Ri i ktore przecinaja sie co najwyzej wzdluz krawedzi bedziemy nazywaé
wachlarzem.
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Dla kazdego wachlarza W zlozonego z n stozkéw mozna ponumerowaé wek-
tory 5_;3, 51, En rozpinajace jego stozki przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara.
Wéwezas & = [1,0], &, = [0,1] oraz det(§_1,&) = 1 dla 1 < i < n. Bedziemy
mowili, ze W jest rozpinany przez ten ciag wektorow.

3.2 Lokalne modyfikacje toryczne

Ze stozkiem prostym S rozpietym przez wektory 5 = (&,&), 7V = (v1,12) koja-
rzymy odwzorowanie ¢g : C? — 2 okreslone we wspélrzednych wzorami

x = uSton
SDS: y — ufzvl/z

Dzicki temu ze wyznacznik det(€,7) = 1 odwzorowanie odwrotne pg! istnieje i
jest odwzorowaniem jednomianowym. Na przyktad gdy det(£,7) =1 to

1w o= oy
Ps - { v o= x—ézyil
Dlatego ¢g jest algebraicznym izomorfizmem (C'\ {0})? na (C'\ {0})?

Niech W bedzie wachlarzem zlozonym z n stozkow

Twierdzenie 3 Istnieje gladka rozmaitosé algebraiczna M wraz z wlasciwym od-
wzorowaniem analitycznym m : M — C? taka, Ze:

(i) 7 jest izomorfizmem M \ 7=1(0) na C?%\ {0},

(ii) rozmaito$é M jest pokryta n mapami zwigzanymsi ze stozkami S; (i=1...n)
1w i-tej mapie odwzorowanie T WYraza Sie WZOTEM T = Qg, .

Odwzorowanie 7 : M — C? nazywamy lokalna modyfikacja toryczna skojarzona z
wachlarzem W.

3.3 Pogrubione diagramy Newtona

Jesli A jest diagramem Newtona oraz 5 € Ri to okreslamy funkcje podpierajaca

—

I(A, &) wzorem

— —

(A, €) = inf (p,§)

pPEA

Dla wachlarza W rozpigtego na wektorach 50, 51, . {n oraz diagramu Newtona
A definiujemy A jako przeciecie poiplaszczyzn

A={peR::p.&) >UAE)}
=0

i nazywamy A pogrubieniem diagramu A. Wprost z definicji wynika, ze [ (A, f_;) =
I(A6)dlai=0, ..., n.
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4 Uogodlnienie twierdzenia Kusznirenki

Twierdzenie 4 Niech m : M — C? bedzie lokalng modyfikacjq toryczng _skoja-
rzong z wachlarzem W. Jesli f, g € C{x,y} sa szeregami dogodnymi oraz f, g ich
przeciwobrazami wlasciwymi to

(8) (f,9)0 =21, A0+ > (f:9)
peET1(0)
(9) So(f)=6(Ap)+ Y 6(f)
peT—1(0)
(10) po(f) = w(Ayp) +r(Ay) + > (up(f) = 1)

pem—1(0)N{f=0}

Aby uniknaé rozpatrywania w twierdzeniu szczegdlnych przypadkéw przyjmu-
jemy zwykle konwencje dotyczace dodawania +oo.

Przyklad 1. Najprostszym wachlarzem W jest taki ktorego jedynym stoz-
kiem S jest pierwsza ¢wiartka ukladu wspohrzednych. Stozek S i jednoczesnie caly
wachlarz sg rozpiete na wektorach E_E) = (1,0), 51 = (0,1). Odwzorowanie pg jest
zadane wzorem (z,y) = (u,v) a wiec lokalna modyfikacja toryczna skojarzona z W
jest identycznoscia C? — C2.

Jesli A jest diagramem Newtona szeregu dogodnego to A= Ri, zatem niez-

mienniki diagramu pogrubionego sa réwne odpowiednio: p(A) = 1, r(A) = 0,
5(A) =0, [A,A] =0 i twierdzenie 4 jest trywialnie spemione.

Przyklad 2. Nastepny w kolejnosci wachlarz W jest zbudowany z dwoch
stozkéw. Latwo sprawdzi¢, ze warunek aby byly to stozki proste pociaga za soba to,
ze W jest rozpiety na 50 = (1,0), 51 =(1,1)i 52 = (0,1). Dla stozka Sy rozpietego
na wektorach & = (1,0), & = (1,1) odwzorowanie pg, jest okreslone wzorem
(z,y) = (uv,v). Z kolei odwzorowanie g, skojarzone z drugim ze stozkéw wachla-
rza jest zadane przez (z,y) = (u,uv). Tak wiec modyfikacja toryczna m: M — C?
skojarzona z wachlarzem W jest to rozdmuchanie C? w zerze.

Jesli A jest diagramem Newtona szeregu dogodnego f o rzedzie ordof = d
to A ma lamana Newtona bedaca odcinkiem o koncach (d,0) i (0,d). W takim
razie: P(A) = d?/2, p(A) = (d—1)%, 7(A) =d, 6(A) = d(d—1)/2. Jedli
f, g sa szeregami dogodnymi to pole Minkowskiego ich pogrubionych diagraméw
Newtona [As, A,] = (ordof)(ord og). Podstawiajac te wielkosci do wzoréw (8)-
(10) z twierdzenia 4 widzimy, ze sprowadzaja sie one do (5)—(7) z twierdzenia 2.

Sprawdzilismy, ze twierdzenie 2 jest szczegdlnym przypadkiem twierdzenia 4.

Podobnie jest z twierdzeniem 1. Jesli f, g sa szeregami niezdegenerowanymi,
to istnieje taki wachlarz W, ze wéréd wektoréw ktére go rozpinaja sa wektory pro-
stopadle do wszystkich odcinkéw tamanych Newtona Ny i M. Wéwcezas diagramy
pogrubione A s Am sg identyczne odpowiednio z Ay, A, i nieréwnosci w twierdze-
niu 1 wynikaja z uwzglednienia poprawek po prawej stronie wzoréw z twierdzenia 4.
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Jedli f i g spelniaja warunki niedegeneracji to ich przeciwobrazy wilasciwe zadaja
krzywe gladkie nie majace wspélnych punktéw na dywizorze wyjatkowym m=*(0)
(zob. [Ch]) i sumy po prawej stronie wzoréw (8) i (9) sa zerowe a suma po prawej
stronie wzoru (10) wynosi —ro(f) = —r(Ay). Tak wiec réwniez twierdzenie 1 jest
szczegbdlnym przypadkiem twierdzenia 4.

4.1 Rozklad modyfikacji torycznej na zlozenie rozdmuchan

Sprawdzimy w tym podrozdziale, ze kazda lokalna modyfikacja toryczna jest zloze-
niem skoniczonej ilodci rozdmuchan. W ten sposéb przygotujemy grunt do induk-
cyjnego dowodu formut z twierdzenia 4.

Rozpoczniemy od lematéw opisujacych wzajemne polozenie wektoréw rozpina-
jacych wachlarz.

Lemat 5 Jesli wachlarz VW jest rozpiety na wektorach é), 51, e En oraz wektory
&k, & (k+ 1 < 1) tworzq baze kraty catkowitoliczbowej to jeden z wektoréw &; jest

postaci &, + &;.

Dowdd. Przypusémy, ze tak nie jest. Wtedy Ek + 5 lezy wewnatrz pewnego
stozka S; wachlarza W gdzie £k < j < [ i przynajmniej jeden z wektoréw rozpi-
najacych S nie jest réwny ani §k ani §l Bez utraty ogdlnosci mozemy zalozy¢, ze
jest to fj Mamy wiec nastepujace rownania o wspdtczynnikach catkowitych:

gj:l = nl@‘# n?f_;_’
& = G+ mag
Ee+& = a&j_1+ b

ze wspélczynnikami ny > 0, no >0, ny +ny > 1, my >0, my >0,a >0,b>0.
Podstawiajac prawe strony dwéch pierwszych réwnan do trzeciego stwierdzamy, ze
ani + bny = 1 oraz amsy + by = 1 skad wynika, ze ny = ng = 0 — sprzecznos¢.

Whniosek 6 Jesli wachlarz W, jest rozpiety na wektorach 50, El, e En to dla
pewnego i (1 <i <mn) jest
§i =8&i—1+&it1-

Dowdd wniosku polega na uzyciu prostego argumentu indukcyjnego. Wektory
§0 i §n spelniaja zalozenia lematu 5. Zatem wsréd wektorow & jeden jest postaci
fo +£n Nastepnie stosujemy lemat 5 do pary {0, fl lub do pary fl, §n Kontynuujac
to postepowanle dochodzimy do takiej trojki kolejnych wektoréw §l 1 51, §Z+1, ze
§z éz 1+ fz-ﬁ-l

Co wiecej, jest jasne ze wektory 50, e f_;,l, «f_;ﬂ, cee En réwniez rozpinaja
pewien wachlarz W, _1 o liczbie stozkéw o 1 mniejszej od liczby stozkéw W,,.
Wachlarz W,, nazywamy rozdrobnieniem W, _; — powstaje on bowiem poprzez
podzial jednego ze stozkow wachlarza W,,_; na dwa.

W kolejnym twierdzeniu poréwnamy lokalne modyfikacje toryczne skojarzone z
wachlarzem i jego rozdrobnieniem.
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Twierdzenie 7 Niech Wn, Wnﬂ b@dq wachlarzami rozpwtymz odpowzedmo na
wektorach 50, .. .,§z 1, fz, el fn oraz fo, .. .,fz 1, fz 1 Jr&, fz, el fn oraz niech

ot My, — C?, i1 2 My — C? beda modyfikacjami torycznymi skojarzonymi
odpowiednio z Wy, t Wy41. Wtedy w41 = m, 0 0 gdzie o jest rozdmuchaniem M,
w poczqtku lokalnego uktadu wspotrzednych mapy ¢s;.

Dowdéd. Niech S S’, §" beda stozkami rozpietymi odpowiednio przez pary
wektoréow (5z 1,&) (é-z 1,§z 1+ 51) (51 1+ &751) We wszystkich mapach odpo-
wiadajacych stozkom S wachlarzy W, i Wy41 rézmym od S, S’, S odwzorowania
T, Oraz Tpy1 Wyrazaja sie identycznymi wzorami a wiec w tych mapach odwzo-
rowanie o mozna zada¢ jako identycznosé. Jesli rozpatrzymy s/, ws i @g to
latwo sprawdzi¢, ze g = ¢pg o o gdzie o(u,v) = (uv,v) oraz, ze pgr = pgoo
gdzie o(u,v) = (u,uv). Tak wiec o jest rozdmuchaniem M,, w punkeie (0,0) mapy
skojarzonej ze stozkiem S.

4.2 Rzedy przeciwobrazéw wlasciwych w punktach kolej-
nych rozdmuchan

Lemat 8 Jesli f = f(x,y) jest szeregiem dogodnym o diagramie Newtona A, T :
M — C? jest lokalng modyfikacjq toryczna o wachlarzu W oraz S jest jednym
ze stozkow W rozpietym na wektorach {, U to rzad przeciwobrazu wlasciwego f w
punkcie (0,0) mapy ps wynosi

(A E+ D) = U(AE) — (A, D).
Dowéd. Dla

y) = Z aijxiyj
ij

jest
(f o ¢s)(u,v) Za” ((8:3):6) 4, ((5:9),7)

7 sumy w powyzszym wzorze mozemy wylaczy¢ czynniki ul (B8 oraz pl(A7) 5 wiec

(11) fz,y) = u' SO ED fu,v)

gdzie f(u,v) jest przeciwobrazem wlasciwym szeregu f.

Rzad ord f jest rowny rzedowi ord g f o v podstawienia generycznej krzywej
v:t = (u,v) = (c1t, cat). We wspéhrzednych (z,y) krzywa v ma postaé (z,y) =
(ditsrt dot®2t72) i dla generycznych di, do jest ordgf(dits1+v, doté2t72)
= l(A,g—i— V) zob. [Ch]. Zatem po podstawieniu parametryzacji krzywej v do
(11) dostajemy

=

A, €+ 7) = ord o (HEDHLAD (F o) (1)) = 1A, E) + (A, 7) + ord o f.
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4.3 Dowdd twierdzenia 4

Dowéd formuty (9). Niech W,,, W,,+1 beda wachlarzami z twierdzenia 7. Niech
f, g beda takimi szeregami dogodnymi, ze Af = Ag = A gdzie operacja po-
grubienia jest wzgledem wachlarza W, ;1. Zachowujac notacje z twierdzenia 7
sprawdzimy, ze ze wzoru

(12) So(f) = D 6p(fn) So(g) = > 0p(Gn)

pEmy H(0) pEmy H(0)

wynika

(13) o(f) — Z Op(frt1) do(g) — Z 0p(Gn+1)

pem,{,(0) pem, {,(0)

Uzywamy dolnych indekséw dla fy,, Gn, fn+1, Jn+1 aby odréznié przeciwobrazy
wlasciwe na rozmaitosciach M, oraz M, 1. Dzigki twierdzeniu 7 wiemy, ze 7,41 =
T, 00 gdzie o jest rozdmuchaniem M,, w punkcie ¢ bedacym poczatkiem lokalnego
ukladu wspotrzednych mapy ¢g,. Z lematu 8 wynika, ze rzedy fn, Jn W punkcie ¢
sa rowne i wynosza

Z(Aagifl + g’;) - l<A7571> - l(A,f_;)

W takim razie ze wzoru (6) na liczbe punktéw podwdéjnych mamy

(14) 5q(fn)_ Z 6p(fn+1) = 6q(§n)_ Z 6p(gn+1)

p€o—1(q) p€o—1(q)

Dodajac stronami (12) i (14) dostajemy (13).

Zastosowanie indukcji ze wzgledu na iloé¢ stozkéw wachlarza prowadzi do wnio-
sku, ze formula (12) jest prawdziwa dla dowolnego wachlarza W i dowolnych sze-
regéw dogodnych f, g dla ktérych A = Ag = A. Biorac jako g szereg o diagramie
Ay = A spehiajacy dodatkowo warunek niedegeneracji i korzystajac z twierdze-
nia 1 stwierdzamy, ze do(g) = 6(A) oraz, ze §,(§n) = 0 dla kazdego punktu p
dywizora wyjatkowego 7 1(0). Tak wiec prawa strona (12) jest réwna 6(A) co
dowodzi twierdzenia.

Dowdéd formuty (10). Wystarczy uzyé formuly 6, (f) = (up(f) +rp(f) — 1)/2.
Po podstawieniu do (9) i pomnozeniu przez 2 dostajemy réwnosé

po(f) +ro(f) =1 = p(d) +r(A) =1+ > (p(f) +7p(f) = 1)

pem—1(0)nN{f=0}

Nastepnie korzystamy z rownosci liczby gatezi
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i dostajemy (10).

Dowdéd formuty (8). Ten dowdd przebiega analogicznie do dowodu (9).
Dlatego jedynie go naszkicujemy.
Najpierw dowodzimy przy pomocy indukcji ze wzgledu na ilo$¢ stozkow wa-
chlarza wzér

(15) (f1,91)0 — Z (f.g)p = (f2r92)0 - Z (f2,2)p

per—1(0) pem—1(0)

gdzie fi, g; (i = 1,2) sa takimi szeregami dogodnymi, ze Ay, = Ay, oraz A, =
Ay,. W dowodzie indukeyjnym korzystamy z formuly (5) na krotnosé przeciecia
po rozdmuchaniu.

Nastepnie jako fa i go bierzemy szeregi niezdegenerowane o diagramach Ay, =
Ay, i Ay, = Ay,. Wowezas z twierdzenia 1 wynika, ze prawa strona (15) jest réwna
[Ag,, Ag,] co dowodzi (8).
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