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1 Wstep

Niech {C}}iep bedzie rodzing kietkéw krzywych analitycznych okreslonych w po-
blizu punktu p € C2. Jedli dla krzywych Cs, C, istnieje otoczenie W punktu p oraz
homeomorfizm ® : W — W dla ktérego ®(W N C,) = W N C; to méwimy, ze Cs i
C} sa topologicznie réwnowazne.

Wiadomo, ze kietki krzywych topologicznie réwnowaznych maja jednakowe licz-
by Milnora. Jest wiec pp(Cs) = pp(Cr). Celem artykutu jest podanie dowodu
stwierdzenia w pewnym sensie odwrotnego: Jezeli rodzina {Ci}icu zalezy anali-
tycznie od parametrut € U C C, zbidr U jest otwarty i spdjny, oraz p,(Cy) = const
dlat € U to krzywe rodziny {Cy}icu sa topologicznie réwnowazne.

Warunek tego typu nazywamy kryterium p-constant ekwisingularnosci.
W [LR] mozna znalezé oméwienie tego kryterium oraz jego dowdd dla analitycznych
rodzin hiperpowierzchni.

Moéj dowdd korzysta z przedstawionego przeze mnie w ubieglorocznych mate-
riatach konferencyjnych kryterium Puiseux i nasladuje dowéd kryterium wyrdz-
nikowego Zariskiego z [Z] (zobacz tez dodatek D w [BR]).
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2 Kryterium ekwisingularnosci

Latwo zauwazy¢, ze wystarczy sprawdzi¢ kryterium p-constant dla rodziny krzy-

wych {C;}ev przechodzacych przez (0,0) € C? oraz udowodnié je lokalnie, tak

wiec mozna zalozy¢, ze U jest dowolnie malym spdjnym otoczeniem punktu 0 € C.
W otoczeniu (0, 0) krzywe takiej rodziny sa dane przez

Cr={(z,y) € C*: fy(w,y) =0}
gdzie fi(x,y) € C{t,x,y} jest kietkiem funkcji analitycznej takim, ze f;(0,0) = 0
oraz fi(xz,y) jest bez czynnikéw wielokrotnych w C{z,y} dla |¢| < 1.

Twierdzenie 1 Niech {Ci}ic(c,0) bedzie rodzing kiethow krzywych

Cy = {(z,y) € (C*,0) : fe(z,y) =0}

gdzie fi(z,y) € C{t,z,y} jest kielkiem funkcji analitycznej takim, ze f;(0,0) = 0
oraz fi(x,y) jest bez czynnikéw wielokrotnych w C{x,y} dla |t| < 1. Jesli u(Cy) =
const dla |t| < 1 to dla dowolnych s, t dostatecznie bliskich 0 € C kietki Cs i C
sq topologicznie réwnowazne.

Dowdéd powyzszego twierdzenia poprzedzimy dwoma lematami. Najpierw zasta-
pimy rodzine funkcji analitycznych fi(z,y) € C{t,z,y} topologicznie réwnowazna
rodzina wielomianéw g;(z,y) € C{t}[z,y] a nastepnie dobierzemy uktad wspdhrzed-
nych tak, aby te wielomiany miaty dogodny rozktad w pierscieniu C{z}*[y].

Lemat 1 Niech fi(z,y) spelnia zatozenia twierdzenia 1. Wdéwczas istnieje rodzina
wielomiandw gi(x,y) € C{t}x,y] postaci

gt(xa y) = yn + al(t7x)yn_1 +ee G/n(t,l')

gdzie deg(gi(z,y) —y™) < n, taka, Ze dla |t| < 1 krzywe fi(z,y) = 0 oraz gi(z,y) =
0 sq topologicznie réwnowaine w otoczeniu (0,0) € C2.

Dowdéd. Rozwinmy funkcje f:(z,y) wzgledem poteg zmiennych x i y
filz,y) = Z a;(t)z'y’

i,j>1

Ustalmy n = 1 + 2u(f:) oraz niech
ge(,y) =y" + Y ag(t)a'y’
i,j<n

Wéwezas fi(z,y) = gi(z,y) mod m"™ gdzie m jest idealem maksymalnym pier-

2
Scienia C{z,y}. Jest m" C (%, %—J;) m bo potega m*/) ideatu maksymalnego

zawiera sie w ideale (%, %—{f) Zatem z wniosku z twierdzenia Tougerona (zob.
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artykut konferencyjny Macieja Sekalskiego) wynika, ze funkcje f:, g; sa topologicz-
nie réwnowazne a wiec tym bardziej kietki krzywych fi(z,y) = 0 oraz g:(x,y) = 0.

Uwaga. Poniewaz funkcje topologicznie réwnowazne maja te sama liczbe Milnora
oraz p(ft) = u(Cy) = const dla |t| < 1 wiec réwniez u(g:) = const dla || < 1.

Lemat 2 Niech rodzina wielomiandw g.(x,y) € C{t}[x,y] bedzie jak w wypowiedzi
lematu 1. Wowczas istnieje A € C takie, ze dla |t| < 1 zachodzq warunki:

(Z) ord ygt()\y7 y) = ord gt(z7 y)7

(i) niezerowe pierwiastki wielomianu g(Ay,y) sa pojedyncze.

Dowdéd. Przedstawmy g:(z,y) jako sume wielomianéw jednorodnych zmiennych
z, y. Jest

9t(z,y) = y" + gn-1.4(z,y) + - + gau(z,Yy)

gdzie g;+(x,y) sa wielomianami stopnia ¢ dla ¢ = d,...,n — 1 oraz gq.(z,y) # 0.
Dzieki jednorodnosci sktadnikéw tej sumy mamy

9Oy, Y) =y + ¥ g (D) 4+ ytga (0 1)

Ustalmy ¢¢ € C dla ktérego ga,i, (x,y) # 01 wezmy stala Ao taka, ze gq,i, (Ao, 1) # 0.
Wtedy réwniez dla A bliskich Ao jest gato(A, 1) # 0. WeZmy teraz pod uwage
wielomian §;(\,y) = g¢(Ay,y)/y?. Warunkiem dostatecznym aby niezerowe pier-
wiastki wielomianu g;(Ay, y) byly pojedyncze jest nieznikanie wyréznika D(t, ) =
Discy(g+(A,y)). Réwnosé D(t,A\) = 0 charakteryzuje te X dla ktérych prosta
x = Ay przecina nietranswersalnie krzywa g¢;(z,y) = 0 poza poczatkiem uktadu
wspOlrzednych. Dla dowolnego t takich prostych jest tylko skonczona ilosé. W
takim razie dla nieskoriczenie wielu A jest gq.t, (A, 1) # 0 oraz D(tg, A) # 0.
Funkcje gq,t(A, 1) i D(t, A) sa funkcjami holomorficznymi zmiennej ¢ nie znika-
jacymi tozsamosciowo a wiec sg rézne od 0 dla 0 < |¢| <« 1. Warunek gq¢(A,1) # 0
daje (i) a z warunku D(t,\) # 0 dostajemy (ii). Dzieki dowolnosci wyboru stalej
A mozemy dobraé ja tak aby warunki (i) i (ii) byly spelione réwniez przy ¢ = 0.

Dowdd twierdzenia. Dzieki lematowi 1 wystarczy udowodnié kryterium p-
constant dla rodziny krzywych wielomianowych g¢;(z,y) = 0 jak w tezie tego
lematu. 7 kolei korzystajac z lematu 2 i dokonujac liniowej zamiany ukladu
wspoéhrzednych przy ktérej prosta z = Ay staje sie nowa osiag Oy mozemy zalozy¢,
ze

(i) ord ¢+(0,y) = ord gs(z,y) =d dla 0 < |t| < 1,
(i) ge(2,y) =" + an—1(t,2)y" ' + -+ + ao(t,z),

(iii) ¢:(0,9) = y¥(y — bas1(t)) - (y — bu(t)) gdzie bi(t) (i = d+1,...,n) sa
niezerowe i parami rézne dla 0 < || < 1,
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(iv) wszystkie niezerowe pierwiastki wielomianu go(0,y) sa pojedyncze.

Z algorytmu Puiseux wynika, ze
n

a(z.y) = [Jw -4 @)

i=1

C N e s . . s . .
gdzie y,; /() sa szeregami Puiseux zmiennej = o wspdlezynnikach z ciala bedacego
algebraicznym domknieciem pierécienia C{t}. Mozna pokazaé (zobacz [Z]), ze
dzieki warunkowi (ii) te wspdlczynniki sa catkowite nad pierscieniem C{t} a wiec
nalezg do pierscienia szeregéw Puiseux C{t}*.

Kladac b;(t) = 0 dla 1 <4 < d mozemy na podstawie lematu Hensela przyjac,
ze

yz(t)(x) = b;(t) + wyrazy wyzszych rzedéw ze wzgledu na x
dlai=1,...,n. Co wiecej warunek (i) daje ordm(ygt) (x) —bi(t)) > 1.
Dzi¢ki warunkom (iii) i (iv) zachodzi wariant formuly Teissiera (zob. [BR]).

plge) =1 —#{i:ordy” () > 0} + > ord (4" (x) — i (@)
i#]

Sumowanie w formule Teissiera rozciaga sie wylacznie na te pierwiastki Puiseux
yi(t) (z) dla ktérych ord yz(t)(x) > 0 ale (iii) i (iv) daja ord (ygt) (x) — y(-t) (z)) =0
. o , . (t) 0 .

jesli przynajmniej jeden z szeregéw Puiseux y,; ’ () lub Y; (z) ma niezerowy wyraz
wolny. Tak wiec poprawka wniesiona przez dodatkowe sktadniki sumy jest réwna
0.

Z zalozenia p(g) = const dla |t| < 1 wynika réwnosé

S ey =#{iordy”(2) > 0} — #{i:ordy” () >0} (1)
i#]
w ktorej ¢;;(t) = ord (ygo) (x) — yj(»o) (z)) — ord (yz(f)(x) — yj(t)(x))
Ustalmy i # j, 1 <i<n, 1<j<n. Wowczas

ygt)(z) - ij (x) = b(t)z® + wyrazy wyzszych stopni

gdzie b(t) € C{t}*, b(t) £ 0. Dla dostatecznie matych |t| # O jest b(t) # 0 a wiec
ord (yz(t)(x) - ](-t) (2)) = a, ord (ygo) () — y§0) (z)) > «. Zatem dla dostatecznie
malych [t| # 0 wszystkie liczby ¢;;(t) sa nieujemnie.

Przypu$émy, ze dokladnie k > 1 sposrdd szeregdéw y((i?gl(x),. ey y,(LO) (z) ma do-
datni rzad. Wéweczas liczba po prawej stronie réwnosci (1) wynosi k. Z kolei liczba
po lewej stronie (1) jest wieksza lub réwna 2k bo jesli y§0) (x) jest jednym z takich
szeregéw to c¢1;(t) > 11 ¢;1(t) > 1 a wiec kazdy taki szereg daje przyczynek co
najmniej 2 w sumie po lewej stronie wzoru (1). Uzyskana sprzecznosé¢ daje k = 0

czyli
Z Cij = 0

i#]
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Stwierdzili$my, ze wszystkie liczby c¢;;(t) sa réwne 0. Dlatego

ord (31”(z) — 5\”(2)) = ord (5" () — 4" (x))

dlal <1¢ < j < n. Zatem na mocy kryterium Puiseux ekwisingularnosci kietki
krzywych go(z,y) = 01 g¢(z,y) = 0 sa topologicznie réwnowazne.
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H-CONSTANT CRITERION

Summary. We give a proof of p-constant criterion of equisingularity for analytic
families of plane curve germs.
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