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1 Wst ↪ep

Niech {Ct}t∈U b ↪edzie rodzin ↪a kie lków krzywych analitycznych określonych w po-
bliżu punktu p ∈ C2. Jeśli dla krzywych Cs, Ct istnieje otoczenie W punktu p oraz
homeomorfizm Φ : W → W dla którego Φ(W ∩ Cs) = W ∩ Ct to mówimy, że Cs i
Ct s ↪a topologicznie równoważne.

Wiadomo, że kie lki krzywych topologicznie równoważnych maj ↪a jednakowe licz-
by Milnora. Jest wi ↪ec µp(Cs) = µp(Ct). Celem artyku lu jest podanie dowodu
stwierdzenia w pewnym sensie odwrotnego: Jeżeli rodzina {Ct}t∈U zależy anali-
tycznie od parametru t ∈ U ⊂ C, zbiór U jest otwarty i spójny, oraz µp(Ct) = const
dla t ∈ U to krzywe rodziny {Ct}t∈U s ↪a topologicznie równoważne.

Warunek tego typu nazywamy kryterium µ-constant ekwisingularności.
W [LR] można znaleźć omówienie tego kryterium oraz jego dowód dla analitycznych
rodzin hiperpowierzchni.

Mój dowód korzysta z przedstawionego przeze mnie w ubieg lorocznych mate-
ria lach konferencyjnych kryterium Puiseux i naśladuje dowód kryterium wyróż-
nikowego Zariskiego z [Z] (zobacz też dodatek D w [BR]).



10

2 Kryterium ekwisingularności

 Latwo zauważyć, że wystarczy sprawdzić kryterium µ-constant dla rodziny krzy-
wych {Ct}t∈U przechodz ↪acych przez (0, 0) ∈ C2 oraz udowodnić je lokalnie, tak
wi ↪ec można za lożyć, że U jest dowolnie ma lym spójnym otoczeniem punktu 0 ∈ C.

W otoczeniu (0, 0) krzywe takiej rodziny s ↪a dane przez

Ct = { (x, y) ∈ C2 : ft(x, y) = 0 }

gdzie ft(x, y) ∈ C{t, x, y} jest kie lkiem funkcji analitycznej takim, że ft(0, 0) = 0
oraz ft(x, y) jest bez czynników wielokrotnych w C{x, y} dla |t| ≪ 1.

Twierdzenie 1 Niech {Ct}t∈(C,0) b ↪edzie rodzin ↪a kie lków krzywych

Ct = { (x, y) ∈ (C2, 0) : ft(x, y) = 0 }

gdzie ft(x, y) ∈ C{t, x, y} jest kie lkiem funkcji analitycznej takim, że ft(0, 0) = 0
oraz ft(x, y) jest bez czynników wielokrotnych w C{x, y} dla |t| ≪ 1. Jeśli µ(Ct) =
const dla |t| ≪ 1 to dla dowolnych s, t dostatecznie bliskich 0 ∈ C kie lki Cs i Ct

s ↪a topologicznie równoważne.

Dowód powyższego twierdzenia poprzedzimy dwoma lematami. Najpierw zast ↪a-
pimy rodzin ↪e funkcji analitycznych ft(x, y) ∈ C{t, x, y} topologicznie równoważn ↪a
rodzin ↪a wielomianów gt(x, y) ∈ C{t}[x, y] a nast ↪epnie dobierzemy uk lad wspó lrz ↪ed-
nych tak, aby te wielomiany mia ly dogodny rozk lad w pierścieniu C{x}∗[y].

Lemat 1 Niech ft(x, y) spe lnia za lożenia twierdzenia 1. Wówczas istnieje rodzina
wielomianów gt(x, y) ∈ C{t}[x, y] postaci

gt(x, y) = yn + a1(t, x)yn−1 + · · · + an(t, x)

gdzie deg(gt(x, y)−yn) < n, taka, że dla |t| ≪ 1 krzywe ft(x, y) = 0 oraz gt(x, y) =
0 s ↪a topologicznie równoważne w otoczeniu (0, 0) ∈ C2.

Dowód. Rozwińmy funkcj ↪e ft(x, y) wzgl ↪edem pot ↪eg zmiennych x i y

ft(x, y) =
∑
i,j≥1

aij(t)x
iyj

Ustalmy n = 1 + 2µ(ft) oraz niech

gt(x, y) = yn +
∑
i,j<n

aij(t)x
iyj

Wówczas ft(x, y) ≡ gt(x, y) mod mn gdzie m jest idea lem maksymalnym pier-

ścienia C{x, y}. Jest mn ⊂
(

∂ft
∂x ,

∂ft
∂y

)2

m bo pot ↪ega mµ(ft) idea lu maksymalnego

zawiera si ↪e w ideale
(

∂ft
∂x ,

∂ft
∂y

)
. Zatem z wniosku z twierdzenia Tougerona (zob.
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artyku l konferencyjny Macieja S ↪ekalskiego) wynika, że funkcje ft, gt s ↪a topologicz-
nie równoważne a wi ↪ec tym bardziej kie lki krzywych ft(x, y) = 0 oraz gt(x, y) = 0.

Uwaga. Ponieważ funkcje topologicznie równoważne maj ↪a t ↪e sam ↪a liczb ↪e Milnora
oraz µ(ft) = µ(Ct) = const dla |t| ≪ 1 wi ↪ec również µ(gt) = const dla |t| ≪ 1.

Lemat 2 Niech rodzina wielomianów gt(x, y) ∈ C{t}[x, y] b ↪edzie jak w wypowiedzi
lematu 1. Wówczas istnieje λ ∈ C takie, że dla |t| ≪ 1 zachodz ↪a warunki:

(i) ord ygt(λy, y) = ord gt(x, y),

(ii) niezerowe pierwiastki wielomianu gt(λy, y) s ↪a pojedyncze.

Dowód. Przedstawmy gt(x, y) jako sum ↪e wielomianów jednorodnych zmiennych
x, y. Jest

gt(x, y) = yn + gn−1,t(x, y) + · · · + gd,t(x, y)

gdzie gi,t(x, y) s ↪a wielomianami stopnia i dla i = d, . . . , n − 1 oraz gd,t(x, y) ̸= 0.
Dzieki jednorodności sk ladników tej sumy mamy

gt(λy, y) = yn + yn−1gn−1,t(λ, 1) + · · · + ydgd,t(λ, 1)

Ustalmy t0 ∈ C dla którego gd,t0(x, y) ̸= 0 i weźmy sta l ↪a λ0 tak ↪a, że gd,t0(λ0, 1) ̸= 0.
Wtedy również dla λ bliskich λ0 jest gd,t0(λ, 1) ̸= 0. Weźmy teraz pod uwag ↪e
wielomian g̃t(λ, y) = gt(λy, y)/yd. Warunkiem dostatecznym aby niezerowe pier-
wiastki wielomianu gt(λy, y) by ly pojedyncze jest nieznikanie wyróżnika D(t, λ) =
Discy(g̃t(λ, y)). Równość D(t, λ) = 0 charakteryzuje te λ dla których prosta
x = λy przecina nietranswersalnie krzyw ↪a gt(x, y) = 0 poza pocz ↪atkiem uk ladu
wspólrz ↪ednych. Dla dowolnego t takich prostych jest tylko skończona ilość. W
takim razie dla nieskończenie wielu λ jest gd,t0(λ, 1) ̸= 0 oraz D(t0, λ) ̸= 0.

Funkcje gd,t(λ, 1) i D(t, λ) s ↪a funkcjami holomorficznymi zmiennej t nie znika-
j ↪acymi tożsamościowo a wi ↪ec s ↪a różne od 0 dla 0 < |t| ≪ 1. Warunek gd,t(λ, 1) ̸= 0
daje (i) a z warunku D(t, λ) ̸= 0 dostajemy (ii). Dzi ↪eki dowolności wyboru sta lej
λ możemy dobrać j ↪a tak aby warunki (i) i (ii) by ly spe lnione również przy t = 0.

Dowód twierdzenia. Dzi ↪eki lematowi 1 wystarczy udowodnić kryterium µ-
constant dla rodziny krzywych wielomianowych gt(x, y) = 0 jak w tezie tego
lematu. Z kolei korzystaj ↪ac z lematu 2 i dokonuj ↪ac liniowej zamiany uk ladu
wspó lrz ↪ednych przy której prosta x = λy staje si ↪e now ↪a osi ↪a Oy możemy za lożyć,
że

(i) ord gt(0, y) = ord gt(x, y) = d dla 0 < |t| ≪ 1,

(ii) gt(x, y) = yn + an−1(t, x)yn−1 + · · · + a0(t, x),

(iii) gt(0, y) = yd(y − bd+1(t)) · · · (y − bn(t)) gdzie bi(t) (i = d + 1, . . . , n) s ↪a
niezerowe i parami różne dla 0 < |t| ≪ 1,
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(iv) wszystkie niezerowe pierwiastki wielomianu g0(0, y) s ↪a pojedyncze.

Z algorytmu Puiseux wynika, że

gt(x, y) =

n∏
i=1

(y − y
(t)
i (x))

gdzie y
(t)
i (x) s ↪a szeregami Puiseux zmiennej x o wspó lczynnikach z cia la b ↪ed ↪acego

algebraicznym domkni ↪eciem pierścienia C{t}. Można pokazać (zobacz [Z]), że
dzi ↪eki warunkowi (ii) te wspó lczynniki s ↪a ca lkowite nad pierścieniem C{t} a wi ↪ec
należ ↪a do pierścienia szeregów Puiseux C{t}∗.

K lad ↪ac bi(t) = 0 dla 1 ≤ i ≤ d możemy na podstawie lematu Hensela przyj ↪ać,
że

y
(t)
i (x) = bi(t) + wyrazy wyższych rz ↪edów ze wzgl ↪edu na x

dla i = 1, . . . , n. Co wi ↪ecej warunek (i) daje ord x(y
(t)
i (x) − bi(t)) ≥ 1.

Dzi ↪eki warunkom (iii) i (iv) zachodzi wariant formu ly Teissiera (zob. [BR]).

µ(gt) = 1 − #{ i : ord y
(t)
i (x) > 0 } +

∑
i ̸=j

ord (y
(t)
i (x) − y

(t)
j (x))

Sumowanie w formule Teissiera rozci ↪aga si ↪e wy l ↪acznie na te pierwiastki Puiseux

y
(t)
i (x) dla których ord y

(t)
i (x) > 0 ale (iii) i (iv) daj ↪a ord (y

(t)
i (x) − y

(t)
j (x)) = 0

jeśli przynajmniej jeden z szeregów Puiseux y
(t)
i (x) lub y

(t)
j (x) ma niezerowy wyraz

wolny. Tak wi ↪ec poprawka wniesiona przez dodatkowe sk ladniki sumy jest równa
0.

Z za lożenia µ(gt) = const dla |t| ≪ 1 wynika równość∑
i̸=j

cij = #{ i : ord y
(0)
i (x) > 0 } − #{ i : ord y

(t)
i (x) > 0 } (1)

w której cij(t) = ord (y
(0)
i (x) − y

(0)
j (x)) − ord (y

(t)
i (x) − y

(t)
j (x)).

Ustalmy i ̸= j, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n. Wówczas

y
(t)
i (x) − y

(t)
j (x) = b(t)xα + wyrazy wyższych stopni

gdzie b(t) ∈ C{t}∗, b(t) ̸≡ 0. Dla dostatecznie ma lych |t| ̸= 0 jest b(t) ̸= 0 a wi ↪ec

ord (y
(t)
i (x) − y

(t)
j (x)) = α, ord (y

(0)
i (x) − y

(0)
j (x)) ≥ α. Zatem dla dostatecznie

ma lych |t| ̸= 0 wszystkie liczby cij(t) s ↪a nieujemnie.

Przypuśćmy, że dok ladnie k ≥ 1 spośród szeregów y
(0)
d+1(x),. . . , y

(0)
n (x) ma do-

datni rz ↪ad. Wówczas liczba po prawej stronie równości (1) wynosi k. Z kolei liczba

po lewej stronie (1) jest wi ↪eksza lub równa 2k bo jeśli y
(0)
j (x) jest jednym z takich

szeregów to c1j(t) ≥ 1 i cj1(t) ≥ 1 a wi ↪ec każdy taki szereg daje przyczynek co
najmniej 2 w sumie po lewej stronie wzoru (1). Uzyskana sprzeczność daje k = 0
czyli ∑

i ̸=j

cij = 0
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Stwierdzilísmy, że wszystkie liczby cij(t) s ↪a równe 0. Dlatego

ord (y
(0)
i (x) − y

(0)
j (x)) = ord (y

(t)
i (x) − y

(t)
j (x))

dla 1 ≤ i < j ≤ n. Zatem na mocy kryterium Puiseux ekwisingularności kie lki
krzywych g0(x, y) = 0 i gt(x, y) = 0 s ↪a topologicznie równoważne.
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µ-constant criterion

Summary. We give a proof of µ-constant criterion of equisingularity for analytic
families of plane curve germs.
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