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1 Wstep

Jednym z waznych zagadnien teorii krzywych analitycznych jest problem ich topo-
logicznej klasyfikacji. Niech f(x,y) = 0, g(x,y) = 0 beda lokalnymi réwnaniami
krzywych analitycznych w otoczeniu poczatku ukladu wspélrzednych plaszczyzny
zespolonej. Krzywa lokalna f = 0 bedziemy nazywali topologicznie réwnowazna,
krzywej g = 0 gdy istnieje taki homeomorfizm otoczen zera w C2 ktéry przepro-
wadza f =0 na g=0.

Niezmienniki krzywych ktére sa takie same dla krzywych topologicznie row-
nowaznych nazywamy niezmiennikami ekwisingularnosci. Zariski podat liste nie-
zmiennikéw ekwisingularnosci (cytujemy ja nieznacznie zmodyfikowana w warunku
(Z) twierdzenia 1) ktéra kompletnie wyznacza typ topologiczny krzywej x f (z,y) =
0. Oznacza to ze dwie krzywe z f(z,y) = 0, zg(z,y) = 0 dla ktérych owe niezmien-
niki sa jednakowe sa topologicznie réwnowazne.

W praktycznych rachunkach postugujemy sie czesto rozwinieciami Puiseux pier-
wiastkéw réwnania f(z,y) = 0. Moim celem jest pokazanie, ze liste niezmiennikéw
Zariskiego mozna zastapi¢ lista zbudowana z rzedow réznic pierwiastkow Puiseux
réwnania f(z,y) = 0.
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2 Kryteria ekwisingularnosci

Niech f(z,y) € C{x,y} bedzie szeregiem y—dogodnym to znaczy takim, ze f(0,y) =
ay™ + wyrazy wyzszych rzedow gdzie n > 1. Wéwczas istnieje rozklad

n
fla,y) = a(z,y) [[(v - vi(2))
i=1
w ktérym a(z,y) jest kietkiem funkeji analitycznej, a(0,0) # 0 natomiast y;(x) sa
szeregami Puiseux bez wyrazéw wolnych. Taki rozktad bedziemy w dalszym tekscie
nazywaé rozktadem Puiseux.
Niech ¢, ¢ € C{xz,y} beda szeregami nierozkladalnymi w pierécieniu C{z,y}

oraz niech ¢(z,y) = a(z,y) [[;,(y — vi(@)), (x,y) = o'(z,y) [T721(y — ;(2))
beda ich rozkladami Puiseux. Kladziemy z definicji

Char(¢) = {ord(yi(z) —y;(x)) : 1 <i<j<n}

cont(¢, ) = max{ord(y;(z) — g;(z)): 1 <i<n,1<j<m}

Zbiér Char(¢) sklada sie ze skoriczonej liczby dodatnich utamkéw. Sprowadza-

jac je do wspdlnego mianownika mozemy napisaé, ze Char(¢) = {Z—;, Z—i, cee 2—’;}
gdzie by, by < ba < ... < by sa liczbami naturalnymi bez wspdlnego dzielnika.

Tradycyjnie przez charakterystyke szeregu ¢ rozumiemy ciag by, bi,..., b,. Stad
oznaczenie naszego zbioru. Liczbe cont(¢, ¥) nazywamy kontaktem galezi ¢ i 1.

Bedziemy dalej korzysta¢ z wlasnosci ktéra mowi, ze dla dowolnych szeregow
nierozktadalnych oy, a2, ag € C{x,y} dwie z liczb: cont(ay, az), cont(ws, as),
cont(ag, 1) sa sobie réwne i mniejsze lub réwne trzeciej. Jej dowdd wynika z
wlasnosci rzedéw réznic szeregdéw Puiseux. Mozna go znalezé w [B].

Twierdzenie 1 Niech f, g € C{x,y} bedq szereregami y-dogodnymi bez czyn-
nikow wielokrotnych. Nastepujace warunki sq réwnowazne:

(Z) Istnieja rozktady f = fi---fr-, g = g1-+-gr na czynniki nierozktadalne w
pierscieniu C{z,y} takie, Ze

(a) Char(f;) = Char(g;) dlai=1...r,
(b) cont(f;, f;) = cont(g;,g;) dlal <i<j<r,

(P) Istniejq rozktady Puiseuz f = al];_ (y—vi(x)), g =a' [[i—, (y — ¥i(x)) takie,
ze ord(y;(z) — y;(x)) = ord(g;(z) — g;j(x)) dla1 <i<j<n.
3 Obcinanie szeregéw

Niech y(z) = > ¢z bedzie szeregiem Puiseux a f € C{z,y} wielomianem
wyréznionym o rozkladzie f =[]}, (y — yi(x)) w pierscieniu C{z}*[y]. Okreslamy



11

obciecia szeregéw y(z), f(z,y) do rzedu S > 0 wzorami

y(ﬁ)(x) — Z Cil‘m'

a; <pB

O =Tl - " (@)

i=1

Mozna sprawdzi¢, ze dla dowolnego 8 > 0 jest f(#) € C{z,y}.

Lemat 1 Niech fi, fo € C{z,y} beda nierozktadalnymi wielomianami wyrdznio-

nymi oraz niech Char(f1) = {Z—;, 2—3,...,2—2}. Niech 8 > Z—g. Wtedy

(i) jesli B = Z—g to fl(ﬁ) = ¢% gdzie ¢ jest nierozktadalnym wielomianem wyrdznio-
nym o charakterystyce Char(¢) = { Z—;, Z—i, R b’g—;l } oraz a = NWD(bg,
b)),

(ii) jesli g > Z—’S to fl(ﬂ) jest nierozktadalym wielomianem wyrdéznionym o charak-
terystyce Char(fl(ﬁ)) = Char(f1),

(iii) jesti £ = g1, 1P = g2 1o cont(fy, f2) > B,

(iv) jesli cont(f1, fo) < pB oraz fl(B) = ¢, fQ(B) = ¢5* to cont(¢1,P2)
:COHt(fl,fg),

Wiasnosei (i) 1 (ii) sa udowodnione w [G-P] przy okazji konstruowania tak
zwanych pseudopierwiastkéw aproksymatywnych. Wlasnosé (iii) jest bezposrednia
konsekwencja definicji obciecia. Natomiast (iv) wynika ze wspomnianej wczesniej
wlasnosci funkeji kontaktu. Istotnie niech o« = cont(f1, f2). Poniewaz cont(f1, ¢1) >
B, cont(fa, ¢2) > B wiec cont(f1, ¢2) = a a wiec réwniez cont(gq, ¢a) = .

Lemat 2 Niech f, g beda wielomianami wyrdznionymi bez czynnikow wielokrot-
nych spetniajgcymi warunek (P). Niech 8 = max{ ord(y;(z) —y;(z)) : yi(x) # y,(x)
sq pierwiastkami Puiseuz f} i zaldimy, e fB) = @91 ... por  g(B) = 81 .. qpar
gdzie wielomiany wyrdzinione ¢;, ¢; oraz;, 1 sq nierozktadalne © parami wzglednie
pierwsze.

Jesli dla © = ¢y -+ pp, U =1y -1 zachodzi (Z) to dla f, g réwniez zachodzi

(2).

Dowdd: Ze wzgledu na wybdr B obciecie kazdego czynnika nierozkladalnego
wielomianéw f oraz g do poziomu [ jest potega pewnego nierozkladalnego wielo-
mianu wyréznionego. Méwia o tym punkty (i) i (ii) lematu 1. W takim razie istnieja
faktoryzacje f = ®1---®,., g = ¥y .-V, na iloczyn wielomianéw wyrdznionych
niekoniecznie nierozkladalnych dla ktérych @gﬁ ) = ¢ oraz \IIEB ) = it dla @ =
1...7.
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Jedli s, w sa czynnikami nierozkladalnymi odpowiednio ®;, ®; gdzie ¢ # j to
cont(s,w) = cont(¢;, ¢;) < B. Jedli s # w sa czynnikami nierozkladalnymi tego
samego wielomianu ®; to znowu z uwagi na wybdr poziomu obciecia lemat 1.(iii)
daje cont(s,w) = .

Obliczymy teraz charakterystyki czynnikéw nierozkladalnych ustalonego ®;.
Skupmy uwage na ®; i zalézmy, ze ®; = f1--- fi gdzie wszystkie wielomiany
wyréznione f; (1 < i < k) sa nierozkladalne.

Niech Char(¢,) = { 2—3)7 %’ ey Z—’; } Rozpatrzmy dwa przypadki:

— Jesli B jest utamkiem postaci % to z punktu (ii) lematu 1 dostajemy ®; =
fi-- f&, k=ay oraz Char(f;) = Char(¢,) dlai=1...k.

— Jedli B jest ulamkiem postaci & gdzie NW D(a,b) = 1 to wéréd szeregéw

boa
f1,---, fr istnieje szereg o charakterystyce

{bla baa - bra b } (1)

boa, boa, o boa7 b()a

Poniewaz cont(f;, f;) = 8 dla 1 <i < j <k wiec co najwyzej jeden z szeregéw f;
ma charakterystyke Char(¢q). Zatem:

albo wszystkie szeregi f; maja charakterystyke (1) i wtedy a1 = ak,

albo dokladnie jeden sposréd szeregdéw f; ma charakterystyke Char(¢q), pozo-
stale maja charakterystyke (1) i wtedy a; = 1+ a(k —1).

Widzimy, ze znajomosé¢ liczb a1, 8 oraz charakterystyki Char(¢;) pozwala ob-
liczy¢ liczbe oraz charakterystyki poszczegdlnych wielomianéw z rozkladu ®; =

Ji fre

W dowodzie pokazaliémy efektywny sposéb wyznaczania wielkosci (kontaktéw i
charakterystyk) wystepujacych w warunku (Z). Zatem f, g spelniaja ten warunek.

Dowdd twierdzenia: Udowodnimy trudniejsza implikacje (P)=-(Z) Zat6zmy
bez zmniejszania ogdélnosci, ze f, g sa wielomianami wyréznionymi bez czynnikéw
wielokrotnych. Niech f =[]\, (y — vi(z)), g = [1;—, (y — 7i(x)) spelniaja warunek
(P). Zastosujemy indukcje ze wzgledu na liczbe § = max{ord(y;(z) — y;(z)) : i #
J}-

Wielomiany f® = [, (y — yfﬁ)(x)) ig® =T,y — yfﬂ)(x)) réwniez
spelniaja warunek (P) przy czym jesli ord(y; — y;) < S to ord(yz(ﬁ) - y](-ﬁ)) =
ord(y; —y;) a gdy ord(y; —y;) = S to yZ@ = yj(ﬂ). Pomijajac w rozkladach f(#), ¢(%)
czynniki wielokrotne dochodzimy do zredukowanych wielomianéw wyréznionych @,
U spehiajacych warunek (P). Z zalozenia indukcyjnego wynika, ze dla ® i ¥ za-
chodzi (Z). Stosujac lemat 2 stwierdzamy, ze f, g spelniaja warunek (Z).
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PUISEUX EQUISINGULARITY CRITERION FOR ANALYTIC CURVES

Summary. Let f = f(z,y) be an analytic function in two complex variables
defined in the neighborhood of the origin. Let y1(x),. .., y»(z) be the Puiseux roots
of the equation f(z,y) = 0. We prove that the orders of differences y;(z) — y;(z)
determine the topology of the germ « f(z,y) = 0.
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