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KRYTERIUM PUISEUX

TOPOLOGICZNEJ RÓWNOWAŻNOŚCI KRZYWYCH

Janusz Gwoździewicz (Kielce)

1 Wst ↪ep

Jednym z ważnych zagadnień teorii krzywych analitycznych jest problem ich topo-
logicznej klasyfikacji. Niech f(x, y) = 0, g(x, y) = 0 b ↪ed ↪a lokalnymi równaniami
krzywych analitycznych w otoczeniu pocz ↪atku uk ladu wspó lrz ↪ednych p laszczyzny
zespolonej. Krzyw ↪a lokaln ↪a f = 0 b ↪edziemy nazywali topologicznie równoważn ↪a
krzywej g = 0 gdy istnieje taki homeomorfizm otoczeń zera w C2 który przepro-
wadza f = 0 na g = 0.

Niezmienniki krzywych które s ↪a takie same dla krzywych topologicznie rów-
noważnych nazywamy niezmiennikami ekwisingularności. Zariski poda l list ↪e nie-
zmienników ekwisingularności (cytujemy j ↪a nieznacznie zmodyfikowan ↪a w warunku
(Z) twierdzenia 1) która kompletnie wyznacza typ topologiczny krzywej xf(x, y) =
0. Oznacza to że dwie krzywe xf(x, y) = 0, xg(x, y) = 0 dla których owe niezmien-
niki s ↪a jednakowe s ↪a topologicznie równoważne.

W praktycznych rachunkach pos lugujemy si ↪e cz ↪esto rozwini ↪eciami Puiseux pier-
wiastków równania f(x, y) = 0. Moim celem jest pokazanie, że list ↪e niezmienników
Zariskiego można zast ↪apić list ↪a zbudowan ↪a z rz ↪edów różnic pierwiastków Puiseux
równania f(x, y) = 0.
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2 Kryteria ekwisingularności

Niech f(x, y) ∈ C{x, y} b ↪edzie szeregiem y–dogodnym to znaczy takim, że f(0, y) =
ayn + wyrazy wyższych rz ↪edów gdzie n ≥ 1. Wówczas istnieje rozk lad

f(x, y) = a(x, y)
n∏

i=1

(y − yi(x))

w którym a(x, y) jest kie lkiem funkcji analitycznej, a(0, 0) ̸= 0 natomiast yi(x) s ↪a
szeregami Puiseux bez wyrazów wolnych. Taki rozk lad b ↪edziemy w dalszym tekście
nazywać rozk ladem Puiseux.

Niech ϕ, ψ ∈ C{x, y} b ↪ed ↪a szeregami nierozk ladalnymi w pierścieniu C{x, y}
oraz niech ϕ(x, y) = a(x, y)

∏n
i=1(y − yi(x)), ψ(x, y) = a′(x, y)

∏m
j=1(y − ȳj(x))

b ↪ed ↪a ich rozk ladami Puiseux. K ladziemy z definicji

Char(ϕ) = { ord(yi(x) − yj(x)) : 1 ≤ i < j ≤ n }

cont(ϕ, ψ) = max{ ord(yi(x) − ȳj(x)) : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m }

Zbiór Char(ϕ) sk lada si ↪e ze skończonej liczby dodatnich u lamków. Sprowadza-

j ↪ac je do wspólnego mianownika możemy napisać, że Char(ϕ) =
{

b1
b0
, b2b0 , . . . ,

bh
b0

}
gdzie b0, b1 < b2 < . . . < bh s ↪a liczbami naturalnymi bez wspólnego dzielnika.
Tradycyjnie przez charakterystyk ↪e szeregu ϕ rozumiemy ci ↪ag b0, b1,. . . , bh. St ↪ad
oznaczenie naszego zbioru. Liczb ↪e cont(ϕ, ψ) nazywamy kontaktem ga l ↪ezi ϕ i ψ.

B ↪edziemy dalej korzystać z w lasności która mówi, że dla dowolnych szeregów
nierozk ladalnych α1, α2, α3 ∈ C{x, y} dwie z liczb: cont(α1, α2), cont(α2, α3),
cont(α3, α1) s ↪a sobie równe i mniejsze lub równe trzeciej. Jej dowód wynika z
w lasności rz ↪edów różnic szeregów Puiseux. Można go znaleźć w [B].

Twierdzenie 1 Niech f , g ∈ C{x, y} b ↪ed ↪a szereregami y-dogodnymi bez czyn-
ników wielokrotnych. Nast ↪epuj ↪ace warunki s ↪a równoważne:

(Z) Istniej ↪a rozk lady f = f1 · · · fr, g = g1 · · · gr na czynniki nierozk ladalne w
pierścieniu C{x, y} takie, że

(a) Char(fi) = Char(gi) dla i = 1 . . . r,

(b) cont(fi, fj) = cont(gi, gj) dla 1 ≤ i < j ≤ r,

(P) Istniej ↪a rozk lady Puiseux f = a
∏n

i=1(y− yi(x)), g = a′
∏n

i=1(y− ȳi(x)) takie,
że ord(yi(x) − yj(x)) = ord(ȳi(x) − ȳj(x)) dla 1 ≤ i < j ≤ n.

3 Obcinanie szeregów

Niech y(x) =
∑
cix

αi b ↪edzie szeregiem Puiseux a f ∈ C{x, y} wielomianem
wyróżnionym o rozk ladzie f =

∏n
i=1(y−yi(x)) w pierścieniu C{x}∗[y]. Określamy
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obci ↪ecia szeregów y(x), f(x, y) do rz ↪edu β > 0 wzorami

y(β)(x) =
∑
αi<β

cix
αi

f (β) =
n∏

i=1

(y − y
(β)
i (x))

Można sprawdzić, że dla dowolnego β > 0 jest f (β) ∈ C{x, y}.

Lemat 1 Niech f1, f2 ∈ C{x, y} b ↪ed ↪a nierozk ladalnymi wielomianami wyróżnio-

nymi oraz niech Char(f1) =
{

b1
b0
, b2b0 , . . . ,

bh
b0

}
. Niech β ≥ bh

b0
. Wtedy

(i) jeśli β = bh
b0

to f
(β)
1 = ϕa gdzie ϕ jest nierozk ladalnym wielomianem wyróżnio-

nym o charakterystyce Char(ϕ) =
{

b1
b0
, b2b0 , . . . ,

bh−1

b0

}
oraz a = NWD(b0,

. . . , bh−1),

(ii) jeśli β > bh
b0

to f
(β)
1 jest nierozk ladalym wielomianem wyróżnionym o charak-

terystyce Char(f
(β)
1 ) = Char(f1),

(iii) jeśli f
(β)
1 = ϕa1 , f

(β)
2 = ϕa2 to cont(f1, f2) ≥ β,

(iv) jeśli cont(f1, f2) < β oraz f
(β)
1 = ϕa1

1 , f
(β)
2 = ϕa2

2 to cont(ϕ1, ϕ2)
= cont(f1, f2),

W lasności (i) i (ii) s ↪a udowodnione w [G–P] przy okazji konstruowania tak
zwanych pseudopierwiastków aproksymatywnych. W lasność (iii) jest bezpośredni ↪a
konsekwencj ↪a definicji obci ↪ecia. Natomiast (iv) wynika ze wspomnianej wcześniej
w lasności funkcji kontaktu. Istotnie niech α = cont(f1, f2). Ponieważ cont(f1, ϕ1) ≥
β, cont(f2, ϕ2) ≥ β wi ↪ec cont(f1, ϕ2) = α a wi ↪ec również cont(ϕ1, ϕ2) = α.

Lemat 2 Niech f , g b ↪ed ↪a wielomianami wyróżnionymi bez czynników wielokrot-
nych spe lniaj ↪acymi warunek (P). Niech β = max{ ord(yi(x)−yj(x)) : yi(x) ̸= yj(x)
s ↪a pierwiastkami Puiseux f } i za lóżmy, że f (β) = ϕa1

1 · · ·ϕar
r , g(β) = ψa1

1 · · ·ψar
r

gdzie wielomiany wyróżnione ϕi, ϕj oraz ψi, ψj s ↪a nierozk ladalne i parami wzgl ↪ednie
pierwsze.

Jeśli dla Φ = ϕ1 · · ·ϕr, Ψ = ψ1 · · ·ψr zachodzi (Z) to dla f , g również zachodzi
(Z).

Dowód: Ze wzgl ↪edu na wybór β obci ↪ecie każdego czynnika nierozk ladalnego
wielomianów f oraz g do poziomu β jest pot ↪eg ↪a pewnego nierozk ladalnego wielo-
mianu wyróżnionego. Mówi ↪a o tym punkty (i) i (ii) lematu 1. W takim razie istniej ↪a
faktoryzacje f = Φ1 · · ·Φr, g = Ψ1 · · ·Ψr na iloczyn wielomianów wyróżnionych

niekoniecznie nierozk ladalnych dla których Φ
(β)
i = ϕai

i oraz Ψ
(β)
i = ψai

i dla i =
1 . . . r.



12

Jeśli s, w s ↪a czynnikami nierozk ladalnymi odpowiednio Φi, Φj gdzie i ̸= j to
cont(s, w) = cont(ϕi, ϕj) < β. Jeśli s ̸= w s ↪a czynnikami nierozk ladalnymi tego
samego wielomianu Φi to znowu z uwagi na wybór poziomu obci ↪ecia lemat 1.(iii)
daje cont(s, w) = β.

Obliczymy teraz charakterystyki czynników nierozk ladalnych ustalonego Φi.
Skupmy uwag ↪e na Φ1 i za lóżmy, że Φ1 = f1 · · · fk gdzie wszystkie wielomiany
wyróżnione fi (1 ≤ i ≤ k) s ↪a nierozk ladalne.

Niech Char(ϕ1) =
{

b1
b0
, b2b0 , . . . ,

bh
b0

}
. Rozpatrzmy dwa przypadki:

— Jeśli β jest u lamkiem postaci b
b0

to z punktu (ii) lematu 1 dostajemy Φ1 =
f1 · · · fk, k = a1 oraz Char(fi) = Char(ϕ1) dla i = 1 . . . k.

— Jeśli β jest u lamkiem postaci b
b0a

gdzie NWD(a, b) = 1 to wśród szeregów
f1,. . . , fk istnieje szereg o charakterystyce

{
b1a

b0a
,
b2a

b0a
, . . . ,

bha

b0a
,
b

b0a

}
(1)

Ponieważ cont(fi, fj) = β dla 1 ≤ i < j ≤ k wi ↪ec co najwyżej jeden z szeregów fi
ma charakterystyk ↪e Char(ϕ1). Zatem:

albo wszystkie szeregi fi maj ↪a charakterystyk ↪e (1) i wtedy a1 = ak,

albo dok ladnie jeden spośród szeregów fi ma charakterystyk ↪e Char(ϕ1), pozo-
sta le maj ↪a charakterystyk ↪e (1) i wtedy a1 = 1 + a(k − 1).

Widzimy, że znajomość liczb a1, β oraz charakterystyki Char(ϕ1) pozwala ob-
liczyć liczb ↪e oraz charakterystyki poszczególnych wielomianów z rozk ladu Φ1 =
f1 · · · fk.

W dowodzie pokazalísmy efektywny sposób wyznaczania wielkości (kontaktów i
charakterystyk) wyst ↪epuj ↪acych w warunku (Z). Zatem f , g spe lniaj ↪a ten warunek.

Dowód twierdzenia: Udowodnimy trudniejsz ↪a implikacj ↪e (P)⇒(Z) Za lóżmy
bez zmniejszania ogólności, że f , g s ↪a wielomianami wyróżnionymi bez czynników
wielokrotnych. Niech f =

∏n
i=1(y− yi(x)), g =

∏n
i=1(y− ȳi(x)) spe lniaj ↪a warunek

(P). Zastosujemy indukcj ↪e ze wzgl ↪edu na liczb ↪e β = max{ ord(yi(x) − yj(x)) : i ̸=
j }.

Wielomiany f (β) =
∏n

i=1(y − y
(β)
i (x)) i g(β) =

∏n
i=1(y − ȳ

(β)
i (x)) również

spe lniaj ↪a warunek (P) przy czym jeśli ord(yi − yj) < β to ord(y
(β)
i − y

(β)
j ) =

ord(yi−yj) a gdy ord(yi−yj) = β to y
(β)
i = y

(β)
j . Pomijaj ↪ac w rozk ladach f (β), g(β)

czynniki wielokrotne dochodzimy do zredukowanych wielomianów wyróżnionych Φ,
Ψ spe lniaj ↪acych warunek (P). Z za lożenia indukcyjnego wynika, że dla Φ i Ψ za-
chodzi (Z). Stosuj ↪ac lemat 2 stwierdzamy, że f , g spe lniaj ↪a warunek (Z).
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PUISEUX EQUISINGULARITY CRITERION FOR ANALYTIC CURVES

Summary. Let f = f(x, y) be an analytic function in two complex variables
defined in the neighborhood of the origin. Let y1(x),. . . , yn(x) be the Puiseux roots
of the equation f(x, y) = 0. We prove that the orders of differences yi(x) − yj(x)
determine the topology of the germ xf(x, y) = 0.
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