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Presnopy i snopy

De�nicja

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡. Presnopem grup

abelowych na X nazywamy przyporz¡dkowanie F , które

1 ka»demu podzbiorowi otwartemu U ⊂ X przypisuje grup¦
abelow¡ F (U),

2 ka»dej parze podzbiorów otwartych V ⊂ U ⊂ X przypisuje
homomor�zm grup abelowych ρV ,U : F (U)→ F (V ) (zwany
obci¦ciem),

takie, »e

1 F (∅) jest grup¡ trywialn¡,

2 ρU,U jest identyczno±ci¡ na F (U),

3 je±li W ⊂ V ⊂ U s¡ zbiorami otwartymi w X to
ρW ,U = ρW ,V ◦ ρV ,U .
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Presnop F na przestrzeni topologicznej X nazywamy snopem, je±li
speªnia nast¦puj¡ce warunki:

1 lokalno±¢: je±li {Ui → U} jest pokryciem zbioru otwartego U i
je±li s ∈ F (U) jest takie, »e ρUi ,U(s) = 0 dla ka»dego i , to
s = 0,

2 sklejanie: je±li {Ui → U} jest pokryciem zbioru otwartego U i
je±li dla ka»dych i , j mamy takie elementy
si ∈ F (Ui ), sj ∈ F (Uj), »e ρUi∩Uj ,Ui

(si ) = ρUi∩Uj ,Uj
(sj) to

istnieje element s ∈ F (U), »e ρUi ,U(s) = si dla ka»dego i .

De�nicja

Presnop F nazywamy rozdzielczym je±li speªnia warunek lokalno±ci
w de�nicji snopa.
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Przykªad

Niech X = R z topologi¡ naturaln¡. Niech F b¦dzie presnopem

ci¡gªych funkcji ograniczonych o warto±ciach rzeczywistych, tj.

niech ka»demu zbiorowi otwartemu U ⊂ R przypisuje pier±cie«

funkcji ci¡gªych ograniczonych okre±lonych na U o warto±ciach w

R. Wówczas F jest presnopem rozdzielczym.

Przykªad

Niech X = R z topologi¡ naturaln¡. Niech F b¦dzie presnopem

funkcji ci¡gªych o warto±ciach w R. Jest to snop.

Przykªad

Niech X = C z topologi¡ naturaln¡. Niech O b¦dzie presnopem

funkcji holomor�cznych. Jest to snop.
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De�nicja

Topologi¡ Grothendiecka na kategorii C nazywamy
przyporz¡dkowanie ka»demu obiektowi U z C rodziny zbiorów
mor�zmów {Ui → U}i∈I , której elementy nazywamy pokryciami U,
speªniaj¡ce nast¦puj¡ce warunki:

1 je±li U ′ → U jest izomor�zmem to {U ′ → U} jest pokryciem
U,

2 je±li {Ui → U} jest pokryciem U i dla ka»dego i {Vij → Ui}j
jest pokryciem Ui to {Vij → Ui → U}i ,j jest pokryciem U,

3 je±li {Ui → U} i V → U jest mor�zmem to wszystkie
produkty wªókniste Ui ×U V istniej¡ i {Ui ×U V → V }i jest
pokryciem V .

Kategori¦ wyposa»ona w topologi¦ Grothendiecka nazywamy polem

(ang. site) i oznaczamy tak samo jak kategori¦.

Grzelakowski Snopy w teorii kategorii



Presnopy i snopy
Presnop jako funktor

Usnopienie

De�nicja

Topologi¡ Grothendiecka na kategorii C nazywamy
przyporz¡dkowanie ka»demu obiektowi U z C rodziny zbiorów
mor�zmów {Ui → U}i∈I , której elementy nazywamy pokryciami U,
speªniaj¡ce nast¦puj¡ce warunki:

1 je±li U ′ → U jest izomor�zmem to {U ′ → U} jest pokryciem
U,

2 je±li {Ui → U} jest pokryciem U i dla ka»dego i {Vij → Ui}j
jest pokryciem Ui to {Vij → Ui → U}i ,j jest pokryciem U,

3 je±li {Ui → U} i V → U jest mor�zmem to wszystkie
produkty wªókniste Ui ×U V istniej¡ i {Ui ×U V → V }i jest
pokryciem V .

Kategori¦ wyposa»ona w topologi¦ Grothendiecka nazywamy polem

(ang. site) i oznaczamy tak samo jak kategori¦.

Grzelakowski Snopy w teorii kategorii



Presnopy i snopy
Presnop jako funktor

Usnopienie

De�nicja

Topologi¡ Grothendiecka na kategorii C nazywamy
przyporz¡dkowanie ka»demu obiektowi U z C rodziny zbiorów
mor�zmów {Ui → U}i∈I , której elementy nazywamy pokryciami U,
speªniaj¡ce nast¦puj¡ce warunki:

1 je±li U ′ → U jest izomor�zmem to {U ′ → U} jest pokryciem
U,

2 je±li {Ui → U} jest pokryciem U i dla ka»dego i {Vij → Ui}j
jest pokryciem Ui to {Vij → Ui → U}i ,j jest pokryciem U,

3 je±li {Ui → U} i V → U jest mor�zmem to wszystkie
produkty wªókniste Ui ×U V istniej¡ i {Ui ×U V → V }i jest
pokryciem V .

Kategori¦ wyposa»ona w topologi¦ Grothendiecka nazywamy polem

(ang. site) i oznaczamy tak samo jak kategori¦.

Grzelakowski Snopy w teorii kategorii



Presnopy i snopy
Presnop jako funktor

Usnopienie

De�nicja

Topologi¡ Grothendiecka na kategorii C nazywamy
przyporz¡dkowanie ka»demu obiektowi U z C rodziny zbiorów
mor�zmów {Ui → U}i∈I , której elementy nazywamy pokryciami U,
speªniaj¡ce nast¦puj¡ce warunki:

1 je±li U ′ → U jest izomor�zmem to {U ′ → U} jest pokryciem
U,

2 je±li {Ui → U} jest pokryciem U i dla ka»dego i {Vij → Ui}j
jest pokryciem Ui to {Vij → Ui → U}i ,j jest pokryciem U,

3 je±li {Ui → U} i V → U jest mor�zmem to wszystkie
produkty wªókniste Ui ×U V istniej¡ i {Ui ×U V → V }i jest
pokryciem V .

Kategori¦ wyposa»ona w topologi¦ Grothendiecka nazywamy polem

(ang. site) i oznaczamy tak samo jak kategori¦.

Grzelakowski Snopy w teorii kategorii



Presnopy i snopy
Presnop jako funktor

Usnopienie

De�nicja

Topologi¡ Grothendiecka na kategorii C nazywamy
przyporz¡dkowanie ka»demu obiektowi U z C rodziny zbiorów
mor�zmów {Ui → U}i∈I , której elementy nazywamy pokryciami U,
speªniaj¡ce nast¦puj¡ce warunki:

1 je±li U ′ → U jest izomor�zmem to {U ′ → U} jest pokryciem
U,

2 je±li {Ui → U} jest pokryciem U i dla ka»dego i {Vij → Ui}j
jest pokryciem Ui to {Vij → Ui → U}i ,j jest pokryciem U,

3 je±li {Ui → U} i V → U jest mor�zmem to wszystkie
produkty wªókniste Ui ×U V istniej¡ i {Ui ×U V → V }i jest
pokryciem V .

Kategori¦ wyposa»ona w topologi¦ Grothendiecka nazywamy polem

(ang. site) i oznaczamy tak samo jak kategori¦.

Grzelakowski Snopy w teorii kategorii



Presnopy i snopy
Presnop jako funktor

Usnopienie

Przykªad

Przestrze« topologiczna X traktowana jako kategoria C , której

obiektami s¡ zbiory otwarte, pokryciami zwykªe pokrycia zbiorami

otwartymi a mor�zmami zanurzenia zbiorów jest polem.

Przykªad

Niech C = Top i niech pokryciami X ∈ Topo b¦d¡ zbiory ci¡gªych

odwzorowa« fi : Xi → X , i ∈ I , mi¦dzy przestrzeniami

topologicznymi takie, »e ich obrazy wspólnie pokrywaj¡ caª¡

przestrze« X . Wtedy C jest polem.
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Funktor F : C opp 7→ Set, czyli dowolny funktor kontrawarianty
dziaªaj¡cy z C w Set nazywamy presnopem zbiorów (ang. presheaf
of sets). Kategori¦ Fun(C opp, Set) nazywamy kategori¡ presnopów

na C i oznaczamy PSh(C ).

De�nicja

Presnop F : C opp 7→ Set nazywamy snopem je±li dla ka»dego
obiektu U ∈ C i ka»dego pokrycia {Ui → U} w nast¦puj¡cym
diagramie:

F (U)→
∏
i

F (Ui ) ⇒
∏
i ,j

F (Ui ×U Uj)

F (U) wraz z odpowiednimi mor�zmami jest ekwilizatorem.
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Snopem stowarzyszonym z presnopem F nazywamy ka»dy snop
F# wraz z mor�zmem φ : F → F# posiadaj¡cy nast¦puj¡c¡
wªasno±¢. Dla ka»dego snopa G i mor�zmu θ : F → G istnieje
dokªadnie jeden mor�zm ψ : F# → G taki, »e θ = ψ ◦ φ.
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Propozycja

Niech F b¦dzie presnopem na przestrzeni topologicznej X . Dla

dowolnego otwartego zbioru U ⊂ X okre±lamy

F#(U) :=

{s : U →
⋃
P∈U

FP | ∀
P∈U

(
s(P) ∈ FP ∧ ∃

V
P∈V⊂U

∃
t∈F (V )

∀
Q∈V

tQ = s(Q)
)
},

gdzie FP jest ¹d¹bªem (wªóknem) presnopa w punkcie

P .Homomor�zmy ρ#V ,U dla V ⊂ U de�niujemy w sposób naturalny

jako obci¦cia funkcji s ∈ F#(U) do zbioru V . Wówczas F# jest

snopem stowarzyszonym z F .
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tQ = s(Q)
)
},

gdzie FP jest ¹d¹bªem (wªóknem) presnopa w punkcie

P .

Homomor�zmy ρ#V ,U dla V ⊂ U de�niujemy w sposób naturalny

jako obci¦cia funkcji s ∈ F#(U) do zbioru V . Wówczas F# jest

snopem stowarzyszonym z F .
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Niech C b¦dzie polem i niech F : C opp 7→ Set b¦dzie presnopem.
Niech U = {Ui → U}i∈I b¦dzie pokryciem dowolnego obiektu
U ∈ C o . Okre±lmy teraz

F (U ) = {(si )i∈I ∈
∏
i

F (Ui )| ∀
i ,j∈I

ρUi×UUj ,Ui
(si ) = ρUi×UUj ,Uj

(sj)}.

Niech JU b¦dzie kategori¡, której obiektami s¡ pokrycia obiektu
U, a mor�zmami zanurzenia pokry¢ wpisanych, to jest niech
V → U ∈ Hom(V ,U ) oznacza pewn¡ rodzin¦ mor�zmów
{Vj → Ui(j)}j wpisuj¡cych V w U . Niech

F+(U) = colimU F (U ).

Propozycja

F+ jest snopem rozdzielczym.
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Propozycja

F++ jest snopem stowarzyszonym z F .

Grzelakowski Snopy w teorii kategorii



Presnopy i snopy
Presnop jako funktor

Usnopienie

Przykªad

Niech X = {P,Q,R,S} b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡, z

topologi¡: T :=
{{P,Q,R, S}, {P,Q,R}, {Q,R,S}, {Q,R}, {Q}, {R}, {∅}}.
Zde�niujmy F :

F ({P,Q,R, S)} = F ({P,Q,R}) = F ({Q,R,S}) = F ({Q,R}) = Z,
F ({Q}) = F ({R}) = Z/2,

gdzie wszystkie obci¦cia s¡ albo identyczno±ciami albo naturalnymi

homomor�zmami. Nie jest to presnop rozdzielczy.
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Przykªad

Po jednokrotnym przyªo»enia funktora (−)+ otrzymujemy:

F+({P,Q,R,S)} = F+({P,Q,R}) = F+({Q,R, S}) = Z,
F+({Q,R}) = Z/2× Z/2,
F+({Q}) = F+({R}) = Z/2,

gdzie obci¦cia ρ{P,Q,R},{P,Q,R,S} = ρ{Q,R,S},{P,Q,R,S} s¡
identyczno±ciami, ρ{Q,R},{P,Q,R} i ρ{Q,R},{Q,R,S} s¡ naturalnymi

homomor�zmami na obie wspoªrz¦dne, a obci¦cia ρ{Q},{Q,R} i
ρ{R},{Q,R} rzutowaniami odpowiednio na pierwsz¡ i drug¡

wspóªrz¦dn¡.
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Przykªad

Po drugim przyªo»eniu funktora (−)+ mamy:

F++({P,Q,R, S)} = Z× Z,
F++({P,Q,R}) = F++({Q,R, S}) = Z,
F++({Q,R}) = Z/2× Z/2,
F++({Q}) = F++({R}) = Z/2.

gdzie ρ{P,Q,R},{P,Q,R,S} i ρ{Q,R,S},{P,Q,R,S} s¡ rzutowaniami

odpowiednio na pierwsz¡ i drug¡ wspóªrz¦dn¡, a pozostaªe obci¦cia

s¡ zde�niowane podobnie jak w przypadku F+. Jest to snop.
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Twierdzenie

Niech F b¦dzie presnopem grup abelowych na przestrzeni

topologicznej X . Wówczas F# i F++ s¡ izomor�czne
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