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Presnopy i snopy

Niech X bedzie przestrzenig topologiczng. Presnopem grup
abelowych na X nazywamy przyporzadkowanie .7, ktére
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Presnopy i snopy

Niech X bedzie przestrzenig topologiczng. Presnopem grup
abelowych na X nazywamy przyporzadkowanie .7, ktére

@ kazdemu podzbiorowi otwartemu U C X przypisuje grupe
abelowa .Z#(U),

@ kazdej parze podzbioréw otwartych V C U C X przypisuje
homomorfizm grup abelowych py ¢ : #(U) — #(V) (zwany
obcieciem),

takie, ze

Q .7(9) jest grupa trywialng,

@ pu.u jest identycznoscig na .7 (U),

@ jesli W C V C U sa zbiorami otwartymi w X to
PW.U = PW,V ° PV, U-
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Presnop .# na przestrzeni topologicznej X nazywamy snopem, jesli
spetnia nastepujace warunki:
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Presnop .# na przestrzeni topologicznej X nazywamy snopem, jesli
spetnia nastepujace warunki:

© lokalnosé: jesli {U; — U} jest pokryciem zbioru otwartego U i
jesli s € F(U) jest takie, ze py, y(s) = 0 dla kazdego /, to
s=0,

@ sklejanie: jesli {U; — U} jest pokryciem zbioru otwartego U i
jesli dla kazdych i, j mamy takie elementy
si€ F(Ui),sj € Z(U)), ze puinu,ui(si) = punu;,u;(s) to
istnieje element s € .7 (U), ze py, u(s) = s; dla kazdego .

Presnop .# nazywamy rozdzielczym jesli spetnia warunek lokalnosci
w definicji snopa.
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Niech X = R z topologia naturalna. Niech % bedzie presnopem
ciagtych funkcji ograniczonych o wartosciach rzeczywistych, tj.
niech kazdemu zbiorowi otwartemu U C R przypisuje pierscier
funkgcji ciagtych ograniczonych okreslonych na U o wartosciach w
R. Wéwczas .F jest presnopem rozdzielczym.
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Przyktad

Niech X = R z topologia naturalna. Niech % bedzie presnopem
ciagtych funkcji ograniczonych o wartosciach rzeczywistych, tj.
niech kazdemu zbiorowi otwartemu U C R przypisuje pierscier
funkgcji ciagtych ograniczonych okreslonych na U o wartosciach w
R. Wéwczas .F jest presnopem rozdzielczym.

Przyktad

Niech X = R z topologia naturalna. Niech % bedzie presnopem
funkgcji ciagtych o wartosciach w R. Jest to snop.

Niech X = C z topologig naturalna. Niech € bedzie presnopem
funkcji holomorficznych. Jest to snop.
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Definicja

Topologia Grothendiecka na kategorii ¢’ nazywamy
przyporzadkowanie kazdemu obiektowi U z € rodziny zbioréw
morfizméw {U; — U}, ktérej elementy nazywamy pokryciami U,
spetniajace nastepujace warunki:
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Definicja
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Definicja

Topologia Grothendiecka na kategorii ¢’ nazywamy
przyporzadkowanie kazdemu obiektowi U z € rodziny zbioréw
morfizméw {U; — U}, ktérej elementy nazywamy pokryciami U,
spetniajace nastepujace warunki:

Q jesli U — U jest izomorfizmem to {U' — U} jest pokryciem
U,

Q jesli {U; — U} jest pokryciem U i dla kazdego i {Vjj — U;};
jest pokryciem U; to {Vj; = U; — U}, jest pokryciem U,

@ jesli {U; — U} i V — U jest morfizmem to wszystkie
produkty widkniste U; x ¢y V istnieja i {U; xy V — V}; jest
pokryciem V.

Kategorie wyposazona w topologie Grothendiecka nazywamy polem
(ang. site) i oznaczamy tak samo jak kategorie.
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Presnop jako funktor

Przestrzeri topologiczna X traktowana jako kategoria €, ktdrej
obiektami sa zbiory otwarte, pokryciami zwykfe pokrycia zbiorami
otwartymi a morfizmami zanurzenia zbioréw jest polem.
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Przyktad

Przestrzeri topologiczna X traktowana jako kategoria €, ktdrej
obiektami sa zbiory otwarte, pokryciami zwykfe pokrycia zbiorami
otwartymi a morfizmami zanurzenia zbioréw jest polem.

Przyktad

Niech € = Top i niech pokryciami X € Top® beda zbiory ciagtych
odwzorowari f; - X; — X, i € |, miedzy przestrzeniami
topologicznymi takie, ze ich obrazy wspdlnie pokrywaja cata
przestrzeri X. Wtedy € jest polem.
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Presnop jako funktor

Funktor % : €°PP — Set, czyli dowolny funktor kontrawarianty
dziatajacy z € w Set nazywamy presnopem zbioréw (ang. presheaf
of sets). Kategorie Fun(%°PP, Set) nazywamy kategoria presnopow
na € i oznaczamy PSh(%).
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Presnop jako funktor

Funktor % : €°PP — Set, czyli dowolny funktor kontrawarianty
dziatajacy z € w Set nazywamy presnopem zbioréw (ang. presheaf
of sets). Kategorie Fun(%°PP, Set) nazywamy kategoria presnopow
na € i oznaczamy PSh(%).

Definicja

Presnop .# : €°PP — Set nazywamy snopem jesli dla kazdego
obiektu U € ¢ i kazdego pokrycia {U; — U} w nastepujacym
diagramie:

FW) = [[ZW) =] 2 xu U)

Z(U) wraz z odpowiednimi morfizmami jest ekwilizatorem.
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Usnopienie

Definicja

Snopem stowarzyszonym z presnopem % nazywamy kazdy snop
F7# wraz z morfizmem ¢ : F — F7# posiadajacy nastepujaca

wtasnos¢. Dla kazdego snopa ¢ i morfizmu 6 : % — ¢ istnieje

doktadnie jeden morfizm +) : F# — G taki, ze § = 1) o ¢.
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Propozycja

Niech % bedzie presnopem na przestrzeni topologicznej X. Dla
dowolnego otwartego zbioru U C X okreslamy
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Propozycja

Niech % bedzie presnopem na przestrzeni topologicznej X. Dla
dowolnego otwartego zbioru U C X okreslamy

F7 () =

'CE U—>pry (s(P)e Fpn 3 3 VY tg=s(Q)},
PeU PeyCUtey(V) QeV

gdzie Fp jest zdzbfem ( wicknem) presnopa w punkcie

P.
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Usnopienie

Propozycja

Niech % bedzie presnopem na przestrzeni topologicznej X. Dla
dowolnego otwartego zbioru U C X okreslamy

FHU) =

U— F € Zp AN 3 3 Vv tog=s(Q))},

U= U sely (Pegen 3 3 Y, e=s(Q)
PevcU

gdzie Fp jest zdzbfem ( wicknem) presnopa w punkcie
P.Homomorfizmy pﬁu dla V C U definiujemy w sposéb naturalny
jako obciecia funkcji s € F#(U) do zbioru V. Wéwczas F# jest
snopem stowarzyszonym z % .
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Usnopienie

Niech € bedzie polem i niech .F : €°PP — Set bedzie presnopem.
Niech 7 = {U; — U};c; bedzie pokryciem dowolnego obiektu
U € €°. Okreslmy teraz

F(U) = {(si)iel € H ’ V PU <y, Ui (5i) = pux U, U (S7) }-
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Niech € bedzie polem i niech .F : €°PP — Set bedzie presnopem.
Niech 7 = {U; — U};c; bedzie pokryciem dowolnego obiektu
U € €°. Okreslmy teraz

F(U) = {(si)iel € H ’ V PU <y, Ui (5i) = pux U, U (S7) }-

Niech # bedzie kategoria, ktérej obiektami sg pokrycia obiektu
U, a morfizmami zanurzenia pokry¢ wpisanych, to jest niech

YV — % € Hom(¥,% ) oznacza pewna rodzing morfizméw

{V; = Ui(j)}; wpisujacych ¥ w % . Niech

FT(U) = colimy F ().
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Niech € bedzie polem i niech .F : €°PP — Set bedzie presnopem.
Niech 7 = {U; — U};c; bedzie pokryciem dowolnego obiektu
U € €°. Okreslmy teraz

F(U) ={(si)iel € H ’ V PU xuULU(S1) = Ui yu;,u;(5))

Niech # bedzie kategoria, ktérej obiektami sg pokrycia obiektu
U, a morfizmami zanurzenia pokry¢ wpisanych, to jest niech

YV — % € Hom(¥,% ) oznacza pewna rodzing morfizméw

{V; = Ui(j)}; wpisujacych ¥ w % . Niech

FT(U) = colimy F ().

Propozycja
FT jest snopem rozdzielczym.
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Propozycja

FTT jest snopem stowarzyszonym z .F.
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Przyktad

Niech X = {P, Q, R, S} bedzie przestrzenig topologiczna, z
topologia: T =

{{P,Q,R, S} {P,Q.R}{Q,R,5},{Q, R}, {Q}, {R}, {2}}.
Zdefiniujmy 7 :

F({P,Q.R,S)} = Z({P,Q.R}) = F({Q.R.S}) = Z({Q,R}) = Z.
Z({Q}) =7({R}) =2/2,

gdzie wszystkie obciecia sa albo identycznosciami albo naturalnymi
homomorfizmami. Nie jest to presnop rozdzielczy.

Grzelakowski Snopy w teorii kategorii



Usnopienie

Przyktad

Po jednokrotnym przyfozenia funktora (—)* otrzymujemy:

ﬁ_'_({P, Q, R,S)} :y—i_({’D’ Q, R}) :y—i_({Q’ R,S}) =7,
FT{Q,R}) =2Z/2xZ/2,
FH{QY) =7 ({R}) =2/2,

gdzie obcigcia p(p q R} {P,Q,R.S} = P{Q.R.5}.{P.Q.R,S} 52
identycznosciami, p(qQ.ry,{P,Q,R} | P{Q,R}.{Q,R,S} S naturalnymi
homomorfizmami na obie wspofrzedne, a obciecia pyq; (q,rR} I

P{R},{Q,R} rzutowaniami odpowiednio na pierwszg i druga
wspotrzedna.
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Przyktad
Po drugim przyfozeniu funktora (=) mamy:

(P, Q,R,S)} =7 x Z,

{P.Q.R}) =7""({Q,R,S}) =

[Q.RY) =Z/2 x Z/2,
{Qh)=7""({R}) =12z/2

gdzie p{P,Q,R}v{P,QvaS} iP{Q,R,S},{P,Q,R,S} Y] rzutowaniami

odpowiednio na pierwsza i druga wspétrzedna, a pozostate obciecia
sg zdefiniowane podobnie jak w przypadku F . Jest to snop.

++

F
y-ﬁ-—i—
F
gﬁ-ﬁ-—i—

~ o~ o~ —~
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Twierdzenie

Niech % bedzie presnopem grup abelowych na przestrzeni
topologicznej X. Wowczas F7# | FT sa izomorficzne
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