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Streszczenie

Niech K bedzie ciatem charakterystyki zero, L. = K[{] rozszerzeniem ciala
K stopnia m > 1 oraz f € L[Z] wielomianem niezerowym. Istnieja jedyne
wielomiany uo, ..., um—1 € K[Xo,..., X;n_1] takie, ze

F(Xo+€EX1+ € Xmo1) =uo + &ur + - €™ 1.

W [2] A. Nowicki i S. Spodzieja udowodnili, ze wielomiany wo, ..., um—1 nie
maja wspélnych czynnikéw dodatniego stopnia w K[Xo, ..., Xm—1]. W pracy
dowodzimy to twierdzenie, przy zalozeniu, ze IL jest skonczonym rozszerze-
niem Galois ciata K dowolnej charakterystyki.

1 Wstep
Niech K bedzie cialem. Przez K[Xy,...,X,] oznaczamy pierécien wielomianéw
zmiennych Xy, ..., X, o wspolczynnikach w ciele K.

Niech cialo L = K[{] bedzie rozszerzeniem ciala K stopnia m > 1. Niech

Zi,...,Zn, n > 1 beda zmiennymi i niech X; = (Xj0,...,X;m—1) beda ukla-
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dami zmiennych, j = 1,...,n. Jesli n = 1, to piszemy krétko X = (Xo,..., Xm—1)
zamiast X1 = (X1,0,...,X1,m—1) oraz Z zamiast Z.
Oznaczmy

Xl =Xjo+&X1+ - +&" ' Xj o1, j=1,...,n

Jesli f € L[Zy, ..., Z,], to istnieja wielomiany wo, ..., u,m—1 € K[Xq,...,X,] takie,
ze

(1) f([Xl]a7[Xn]) :’u,o—i-ful—‘,—~-~§m_1um,1,

przy czym wielomiany ug, . .., U, —1 sa okreslone jednoznacznie przez wielomian f.
Przedstawienie to nazywamy rozkladem urojonym wielomianu f relatywnie do &,
a wielomiany ug, ..., Up—1 - czesciami urojonymi f.

A. Nowicki i S. Spodzieja w pracy [2] wprowadzili nastepujace uogélnione wa-
runki Cauchy’ego-Riemanna. Mianowicie, niech u = (ug, . . ., um;—1) bedzie ciaggiem
wielomianéw wo, . .., ty,—1 € K[X] i niech

H(t) =t™ — a1 t™ = . —ait —ag, gdzie ag,ay,...,am-1 €K

bedzie wielomianem minimalnym® elementu ¢ nad K. Oznaczmy przez u = (ug, . . .,
Um—1), ciag wielomianéw okreslony wzorem

Uy = AoUMm—1, UL = A1UR—1 T U0, ---; Up—1 = 0n—1Un-1+ Un—2-

Moéwimy, ze wielomiany ug, . .., u,,—1 spelniaja wogdlnione warunki Cauchy’ego -
Riemanna, gdy

ou  Ou
0X; 0X;i_,

(2)

dla i=1,....m—1.
W 2003 A. Nowicki i S. Spodzieja udowodnili nastepujace
Twierdzenie 1. ([2], Theorem 3.8) Zaldzmy, ze K jest cialem charakterystyki

zero, . = K[¢{] rozszerzeniem ciala K stopnia m > 1 i niech ug, . .., um—1 € K[X].
Wowczas nastepujgce warunki sg rownowazne:

1. Wielomiany ug,...,un—1 spetniajg uwogdlnione warunki Cauchy’ego - Rie-
manna.
2. Istnieje wielomian f € L[Z] taki, Ze wielomiany ug, ..., Um—1 $Q czesciami

urojonyms f.

Dla wielomianéw wo,...,u, € K[Xy,...,Xm-1], przez ged(ug,...,u,) ozna-
czamy najwiekszy wspdlny dzielnik w K[Xo, ..., Xm—_1] wielomiandw ug, ..., un. W
oparciu o twierdzenie 1. A. Nowicki i S. Spodzieja dowodza

1 Wielomianem minimalnym elementu & algebraicznego wzgledem ciata K nazywamy unormo-
wany wielomian pierwszy w K[X], ktérego pierwiastkiem jest element &.
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Twierdzenie 2. ([2], Theorem 5.3) Zaldzmy, ze K jest cialem charakterystyki
zero, L = K[¢] rozszerzeniem ciala K stopnia m > 1. Jesli f € L[Z1,...,Z,] jest
wielomianem niezerowym, a wielomiany ug, . .., U,—1 czeSciami urojonymi f, to

gcd(uo, . 7Um—1) =1.

W dowodzie twierdzenia 2. istotna role odegrato zalozenie, ze cialo K ma cha-
rakterystyke zero. W punkcie 3 pracy przenosimy twierdzenie 2. na ciala dowolnej
charakterystyki, jednak przy zalozeniu, ze L jest skonczonym rozszerzeniem Galois?
ciala K. Gléwnym wynikiem pracy jest nastepujace

Twierdzenie 3. Zaldzmy, Ze K jest cialem, L = K[| rozszerzeniem Galois cia-
ta K stopnia m > 1. Jesli f € L[Zy,...,Z,] jest wielomianem niezerowym, a
UQy -+, Um—1 czeSciami urojonymi f, to ged(ug, ..., um—1) = 1.

W punkcie 4 pracy dowodzimy twierdzenie 3. w przypadku pierScieni szere-
géw potegowych formalnych nad skonczonymi rozszerzeniami Galois cial dowolnej
charakterystyki (twierdzenie 5.). Przenosimy réwniez twierdzenie 1. na pierScienie
szeregow potegowych formalnych nad skoniczonymi rozszerzeniami cial charaktery-
styki zero (twierdzenie 6.).

2 Proste fakty

W tym punkcie zbieramy proste fakty stosowane w dowodzie.

Wtlasno$é 1. Jesli wielomiany ug, ..., um—1 € K[Xq,...,X,] postaci
Uj :u§0)+u§-1)+~-~+u§-5), j=0,...,m—1,
gdzie kazde u(.r), r=0,...,s jest wielomianem jednorodnym stopnia r lub wielomia-

j
nem zerowym, magjq wspolny czynnik dodatniego stopnia, to wielomiany u(()s), ceey

ugi)_l réowniez majg wspolny czynnik dodatniego stopnia.

Dowéd. Niech v € K[Xy,...,X,] bedzie wspdélnym czynnikiem dodatniego
stopnia wielomianéw u;, j = 0,...,m — 1. Wéwczas, z wlasnosci dzialan na stop-
niach, jednorodna sktadowa v(®) najwyzszego stopnia v jest wspélnym czynnikiem

(s) (s)

wielomianéw vy, ..., u,,~, co konczy dowdd. ([l

Whprost z definicji wynikaja nastepujace wlasnosci wielomiandw.

Wtasno$¢ 2. Niech f € L[Zy,...,Z,]. Jesli wielomiany ug, ..., Um—1 S@ czeScia-
mi urojonymi f, to degu; < degf dla j=0,...,m—1.

2 Niech ciato L bedzie rozszerzeniem ciata K. Automorfizm ¢ ciala L nazywamy K-
automorfizmem, jezeli jest identycznoscia na K. Rozszerzenie algebraiczne L ciala K nazywamy
rozszerzeniem Galois, jezeli istnieje grupa G, K-automorfizméw ciata L taka, ze dla dowolnego
a € L\K istnieje ¢ € G takie, ze ¢(a) # a.
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Wtlasno§é¢ 3. Niech f,g € L[Zy,...,Z,]. Jesli wielomiany ug, ..., Um—1 i Vo, ..,
Um—1 8¢ czeSciami urojonymi odpowiednio wielomiandéw f i g, to wielomiany ug +
VO« -y Um—1 + Um—1 8@ czeSciami urojonymi wielomianu f + g.

W ‘i 9. 3. , o credci . . . wi . .
Z wlasnosci 2., 3. oraz tego, ze czesci urojone jednomianu sg wielomianami
jednorodnymi tego samego stopnia co jednomian lub wielomianami zerowymi, uzy-
skujemy

Wtasnoséé¢ 4. Jesli f € L[Zy,...,Z,] jest wielomianem jednorodnym stopnia s, a
wielomiany ug, . . ., Um—_1 czeSciami urojonymi [, to u; jest wielomianem jednorod-
nym stopnia s lub wielomianem zerowym dla i =0,...,m — 1.

Kladacw (1) zj1 =... =2 m—1 =0dlaj=1,...,n dostajemy

Wtasno$é 5. Jesli f € L[Zy,...,Z,] jest wielomianem niezerowym, to co nag-
mniej jedna z czesci urojonych f jest wielomianem niezerowym.

3 Dowdd twierdzenia 3.

W tym punkcie zakladamy, ze K jest cialem, I = K[¢] rozszerzeniem Galois ciala
K stopnia m > 1.
W dowodzie twierdzenia 3. zasadnicza role odgrywa

Lemat 1. Jesl

(3) ao(Xo+ X1+ + " X 1) =uo + Eur 4+ + ™ U

jest rozkladem urojonym wielomianu f(Z) = agZ*®, gdzie ag € L\{0}, to
ged(ugy - vy Um—1) = 1.

Dowdd. Przypusémy, ze istnieje wielomian v € K[X] stopnia dodatniego, ktéry
jest wsp6lnym czynnikiem wielomianéw wug, ..., un—1 w K[X], a wiec réwniez w
L[X]. Skoro w pierscieniu z jednoznacznoscia rozktadu L[X], wielomian Xo+&X1 +
<o €MLY jest nierozkladalny, to istnieje | € Z, I > 0 i element b € L\{0}
taki, ze

(4) W(Xo+&EX1+- -+ 1 X 1) = 0(Xoy oo, Xono1)-
Kladac 2o = —§, 21 =1 oraz @9 = -+ = 2,1 = 0, z (4) dostajemy
(5) v(=£,1,0,...,0) =b(—=¢£ + €)= 0.

Skoro ¢ € L\K, to istnieje K-automorfizm ¢ ciata L taki, ze p(§) # £. Ponadto,
skoro v € K[X], to z (5) otrzymujemy

U(—(p(f), 1) 07 o 50) = SO(U(_é.) 1707 s 70)) =0.
Stad i z réwnosci (4) dostajemy b(—¢ (&) + €))! = 0, co jest niemozliwe. O

Udowodnimy teraz twierdzenie 3. dla wielomianéw jednej zmiennej.
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Twierdzenie 4. Jedli f € L[Z] jest wielomianem niezerowym, a wielomiany ug,
ey U1 czeSciami urojonymi f, to ged(ug, ..., um—1) = 1.

Dowéd. Niech f(Z) = apZ° + --- + as, gdzie ag,...,as € L oraz ag # 0.

Przypusémy, ze wielomiany ug, . . . , Uy,—1 maja wspolny czynnik w K[X] dodatniego

stopnia. Z wlasnosci 2. mamy degu; < s dla j =0,...,m — 1. Przy oznaczeniach
L . . (s) (s) . . . . .

wlasnosci 1. wielomiany wuy”’, ..., u,,. ; maja wspolny czynnik dodatniego stopnia

oraz z wlasnosci 3. i 4. dostajemy
ao(Xo+E&Xq + -+ &M 1 X q)* = u(()s) + guls) NI Em‘luii)_l.

7 wlasnodci 5. mamy ugs) # 0 dla pewnego ¢ € {0,...,m — 1}. Otrzymana sprzecz-
no$¢ z lematem 1. konczy dowod. |

Niech d € Z oraz d,n > 2. Rozwazmy podstawienie Kroneckera ([3], 1.6, Defi-
nition 5), czyli L-automorfizm kg : L[Z4,...,Z,] — L[Z1,..., Z,], postaci

)_ {Zla gdy.]zlv

ka(Z:) = i
alZ; Zi+ 287 gdyj=2,...,n.

W [2] udowodniono nastepujaca

Wtlasno$é 6. ([2], Proposition 5.1) Niech f € L[Zi,...,Z,] i niech d >
max;—1,..ndegz, f > 0. Wowczas

ka(f) = aZl + (wyrazy stopni < N), N €Z, N >0, a € L\{0}.
Niech P; = k4(Z;) € L[Z4,...,2Z,),j=1,...,n oraz
Pi([X4], ..o [ Xn]) = vj0 + &vj1 4+ €™ 0 me1, vy € KX, X
W [2] udowodniono

Wtasno$é 7. ([2], Lemma 5.2) Homomorfizm v : K[X4,...,X,] — K[Xq,..
X, taki, ze v(X; ;) = v;; jest K-automorfizmem pierscienia K[X,...,X,].

)

Jestesmy juz gotowi do udowodnienia twierdzenia 3.

Dowéd twierdzenia 3. Przypusémy, ze wielomiany ug, . . ., Uy,_1 maja wspol-
ny czynnik w K[Xy,...,X,] dodatniego stopnia. Przy oznaczeniach wlasnosci 1.
wielomiany ugs), e ,ufi)_l majg wspélny czynnik dodatniego stopnia. Wobec wla-
snosci 6. i 7. mozemy zalozyé, ze jednorodna sktadowa f(*) najwyzszego stopnia
f jest postaci f)(Z1,...,Z,) = aZi, gdzie a € L\{0}. Zatem ) € L[Z1] i w
konsekwencji

fOXg+EX1 4 4+m1X,, 1) = u(()s) + fuls) 4t gm—lugs)_ll

Otrzymana sprzecznosé z twierdzeniem 4. konczy dowdd. O
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4 Szeregi potegowe formalne

Niech K bedzie cialem. Przez K[[X7, ..., X,]] oznaczamy pieréciefi szeregéw pote-
gowych formalnych zmiennych X1, ..., X, o wspolczynnikach w ciele K.
7 wlasnosci 4. dostajemy natychmiast

Wtasnoéé 8. Niech f € L[[Z1,...,Z,]] bedzie szeregiem potegowym postaci f =
F@ o) o gdzie £O) jest wielomianem jednorodnym stopnia j lub wielo-
mianem zerowym dla j =d,d+1,.... Jesl

FOX e (X)) = u” + a4+ €M)

jest rozktadem urojonym wielomianu fO) dla j =d,d+1,..., to
POl (X)) = DD ug? + € e Y )
k=d k=d k=d

Analogicznie jak w punkcie 1, definiujemy rozklad urojony oraz pojecie czesci
urojonych dla szeregéw potegowych formalnych. Wobec wlasnosci 8., definicja ta
jest poprawna.

Analogicznie jak wlasno$¢ 1. dowodzimy

Wtasno$¢ 9. Jesli szeregi uo, . .., um—1 € K[[X1,...,X,]] postaci
(6) wy=u® el 0 m -,
gdzie kazde uy), r=d,d+1,... jest wielomianem jednorodnym stopnia r lub wielo-

mianem zerowym, majq wspolny czynnik dodatniego rzedu, to wielomiany u(()d), ceey

UES)—l réowniez majg wspolny czynnik dodatniego rzedu.

Uogolnieniem twierdzenia 3. jest nastepujace

Twierdzenie 5. Zaldimy, ze K jest cialem, L = K[€] rozszerzeniem Galois ciala
K stopnia m > 1. Jesli f € L[[Z1,...,Zy,]] jest szeregiem niezerowym, a szeregi
UQy - .-, Up—1 cze$ciami urojonymi f, to ug,...,Um—1 nie majg wspolnych czynni-

kow w K[[Xq,...,X,]] dodatniego rzedu.

Dowéd. Przypusémy, ze szeregi wug,...,Upn—1 maja wspOlny czynnik w
K[[Xj,...,X,]] dodatniego rzedu. Przy oznaczeniach wlasnosci 9. i 8. wielomiany
uéd), . ,unil maja wspélny czynnik dodatniego rzedu oraz

FY(Xy),. .., X)) = u(()d) +§u§d) e +§m_1ugg)_1_

Otrzymana sprzecznosé z twierdzeniem 3. konczy dowdd. ([l
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W naturalny sposéb rézniczkujemy szeregi u; postaci (6):

(d) (d+1)
8uj 8uj n 8uj

0Xp  O0Xn 0X

by kj=0,...,m—1.

Wéwecezas, analogicznie jak w punkcie 1, mozna zdefiniowaé¢ uogdlnione warunki
Cauchy’ego - Riemanna dla szeregéw potegowych formalnych.

Rozumujac analogicznie jak w dowodzie twierdzenia 1. mozna rozszerzy¢ teze
tego twierdzenia na klase szeregéw potegowych formalnych:

Twierdzenie 6. Zaldzmy, ze K jest cialem charakterystyki zero, L = K[¢] rozsze-
rzeniem ciala K stopnia m > 1 i niech ug, ..., um—1 € K[[X]]. Wowczas nastepu-
Jjace warunki sg rownowazne:

1. Szeregi ug, . .., um—1 spetniajg uogdlnione warunki Cauchy’ego - Riemanna.
2. Istnieje szereg f € L[[Z]] taki, Ze szeregi ug, . .., Um—1 $@ czesciami urojonymsi
f-

Uwaga 1. Zalézmy, ze K jest cialem charakterystyki zero, L = K[| rozszerze-
niem ciala K stopnia m > 1. Z twierdzenia 6. mozna wywnioskowaé, ze jesli
f e Ll[Z,...,Z,]] jest szeregiem niezerowym, a szeregi uq, . ..,Um—1 czesciami
urojonymi f, to ug,...,um—1 nie majg wspdlnych czynnikéw w K[[Xq,...,X,]]
dodatniego rzedu.
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Polynomial imaginary decompositions for finite Galois’s extensions

Let K be a field of characteristic zero, L. = K[¢] a finite field extension of K of
degree m > 1 and f € L[Z] a non-zero polynomial. There exist unique polynomials
Ugy -y Um—1 € K[Xo, ..., X;—1] such that

F(Xo+EX 1+ €™ X 1) = ug + Eug + -+ €™ gy,
In [2] A. Nowicki and S. Spodzieja proved that ged(ug, ..., um—1) = 1. In the paper

we prove it, under the assumption, that IL is a finite field Galois’s extension of K
of any characteristic.

Lodz, 7 - 11 stycznia 2008 .



