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O WLOZENIU
FUNKCJI MEROMORFICZNYCH
W LICZBY ZESPOLONE

Marek Golasinski (Torun)

Abstrakt. Konstruujemy wlozenie M(C) < C ciala funkcji meromorficznych M(C)
na plaszczyznie zespolonej w ciato liczb zespolonych C. Stad wynika izomorfizm ciat
M(C) = C, gdzie M(C) jest domknigciem algebraicznym ciata M(C).

Niech K oznacza cialo liczb rzeczywistch R lub zespolonych C, zas £ (K) pierscien
(bez dzielnikéw zera) funkcji catkowitych nad K, tzn. funkcji danych przez szere-
gi potegowe >_° janx™, gdzie a, € K dlan = 0,1,... oraz lim,_,« |an
0. Poniewaz dowolna funkcja f € E(R) rozszerza si¢ jednoznacznie do funkcji
calkowitej nad C, wiec istnieje inkluzja pierscieni £(R) C £(C). Ponadto istnieje

ES
n =

izomorfizm pierscieni £(R)(j) 5 E(C), gdzie j2 = —1. Oczywiscie £(R) jest pod-
pierscieniem pierscienia C(R) rzeczywistych funkeji cigglych na proste;j.

Oznaczmy przez E(R) ) oraz M(C) (cialo funkcji meromorficznych na plasz-
czyznie zespolonej) ciata utamkéw odpowiednio pierscienia £(R) oraz £(C). Celem
tej krétkiej pracy jest udowodnienie
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Twierdzenie 1. Dia ciata M(C) funkcji meromoroficznych istnieje wlozenie ciat

M(C)———cC.

W szczegdlnosci, wynika stgd izomorfizm M(C) 5 Cdla algebraicznego domkniecia

M(T).

Dowdéd. Na podstawie [1, 4F, p. 61] istnieje z-ultrafiltr F na prostej R za-
wierajacy tylko zbiory nieskoniczonej miary zewnetrznej Lebesgue’a. Niech mz C
C(R) bedzie odpowiadajacym idealem maksymalnym. Poniewaz zbiér zer dowolnej
niezerowej funkeji pierscienia E(R) jest dyskretny, wiec mz N E(R) = (0). Wobec
tego kanoniczne odwzorowanie £(R) — C(R)/mz jest monomorfizmem oraz wyz-
nacza wiozenie ciat £(R) ) < C(R)/mz.

o

Ale izomorfizm pierscieni E(R)(j) — &(C) wyznacza izomorfizm ciat
(E(R) ) () 5 M(C), wiec wnioskujemy stad istnienie wlozenia M(C) <
(C(R)/mz)(j). Na podstawie [1, Theorem 13.4] cialo C(R)/mz jest rzeczywiscie
domknigte, wigc rozszerzenie (C(R)/mz)(j) jest algebraicznie domknigte. Poniewaz
stopieri transcendencji ciala C(R)/mz nad liczbami wymiernymi jest 2%0, wiec
twierdzenie Steinitza [3] prowadzi do izomorfizmu (C(R)/mz£)(5) 5 C. Stad wnio-

skujemy wlozenie cial M(C) — C oraz izomorfizm M (C) = C dla algebraicznego
domkniecia M (C). O

Na zakoniczenie, uzywajac powyzszych oznaczen, podamy inne interesujace wia-
snodci ciata £(R) ). Zauwazmy, ze cialo C(R)/mz jest rzeczywistym domknigciem
formalnie rzeczywistego ciata utamkéw £(R)y. Ponadto, na podstawie [2], kazda
nieujemna funkcja f € E(R) jest sumg dwu kwadratéw pewnych funkcji pierscienia
E(R). Wobec tego dowolny element f/g € £(R) jest réwniez suma dwu kwa-
dratéw pewnych utamkéw ciata £(R)(q), o ile funkcje f,g € E(R) sa jednoczesnie
dodatnie lub ujemne.

Ponadto, jesli funkcje f,g € E(R) sa jednocze$nie dodatnie lub ujemne na
pélprostej {x € R; x > 0} (odpowiednio {z € R; x < 0}), to funkcje f.ge E(R)
sa jednoczes$nie dodatnie lub ujemne na prostej, gdzie f(x) = f(2?) oraz §(z) =
g(z?) (odpowiednio f(z) = f(—2?) oraz §(z) = g(—z?)) dla z € R. Wobec tego
flageé& (R)(0) jest réwniez suma dwu kwadratéw pewnych utamkéw ciata £(R) .
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ON EMBEDDING OF MEROMORPHIC FUNCTIONS
INTO COMPLEX NUMBERS

Summary. We construct an embedding M(C) < C of meromorphic functions
M(C) on the complex plane into the complex numbers C. Then, an isomorphism

M(C) 5 C is derived, for the algebraic closure M(C) of the field M(C).
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