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Michat Farnik Osobliwosci korangi dwa



Niech Qp(d, ..., dn) oznacza przestrzehn odwzorowan
wielomianowych F = (f,...,f;) : C" — C" o stopniach
ograniczonych przez di, ..., dn.

Oczywiscie Qp(dy, ..., dn) ma strukture przestrzeni afiniczne;.
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Niech Qp(d, ..., dn) oznacza przestrzehn odwzorowan
wielomianowych F = (f,...,f;) : C" — C" o stopniach
ograniczonych przez di, ..., dn.

Oczywiscie Qp(dy, ..., dn) ma strukture przestrzeni afiniczne;.

Mowimy, ze ogblne odwzorowanie w Qp(dy, ..., dp) ma
wtasnos¢ P, jesli istnieje taki niepusty podzbior

U c Qp(dy,...,dn) otwarty (wiec gesty) w topologii Zariskiego,
ze kazde odwzorowanie F € U ma wtasnos$¢ P.
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Przez J9(n) oznaczamy przestrzen g-dzetéw odwzorowan
wielomianowych F : C" — C".

Przestrzen J9(n) mozemy utozsamic z przestrzenig

C" x (CNa)", gdzie CNa parametryzuje wspdtczynniki
wielomianéw n zmiennych o stopniu ograniczonym przez q.
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Przez J9(n) oznaczamy przestrzen g-dzetéw odwzorowan
wielomianowych F : C" — C".

Przestrzen J9(n) mozemy utozsamic z przestrzenig

C" x (CNa)", gdzie CNa parametryzuje wspdtczynniki
wielomianéw n zmiennych o stopniu ograniczonym przez q.

Dla ustalonego odwzorowania wielomianowego F : C" — C"
mamy odwzorowanie

olelf,

q . n
JUAF):C"> x— | x,F(x), oo

(x) e J9n).

1<i<ni<lal<q
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Wstep

Twierdzenie

Zatozmy, zed; > qdlai=1,...,n. Niech Sy, ..., Sk bedg
gtadkimi podrozmaitosciami algebraicznymi J9(n). Wtedy
istnieje taki podzbior U(S;y, ..., Sk) C Qn(ds,. .., dn) otwarty
i gesty w topologii Zariskiego, Ze dla kazdego

F e U(Sy,...,Sk) mamy

JAF)YM'S;, dlai=1,... k.
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Wykorzystujemy stratyfikacje Thoma-Boardmana S, ,, dla
r >...>rg >0 przestrzeni JX(X, Y).
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Wykorzystujemy stratyfikacje Thoma-Boardmana S, ,, dla
r >...>rg >0 przestrzeni JX(X, Y).

Jesli j'/F m Sy, 4, dla wszystkich | < k, to
Sr...r(F)={x:corank F|S . _,(F) = rc} jest poprawnie
zdefiniowang rozmaitoscig i x € Sy, . (F) < j*F(x) € Sy 1.
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Wykorzystujemy stratyfikacje Thoma-Boardmana S, ,, dla
r >...>rg >0 przestrzeni JX(X, Y).

Jesli j'/F m Sy, 4, dla wszystkich | < k, to
Sr...r(F)={x:corank F|S . _,(F) = rc} jest poprawnie
zdefiniowang rozmaitoscig i x € Sy, . (F) < j*F(x) € Sy 1.

Mowimy, ze F jest generyczne, jesli F jest wiasciwe
i jXF i Sy, dlakazdego k i wszystkich warstw.
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Mowimy, ze kietek F : (C",0) — (C",0) ma osobliwos¢ typu Ak,
jesli jest biholomorficznie rownowazny z kietkiem

k 1

(X1, .-y Xn) = (X150 s Xno1, X, T Xy X + .o+ Xn_kr1Xn).
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Mowimy, ze kietek F : (C",0) — (C",0) ma osobliwos¢ typu Ak,
jesli jest biholomorficznie rownowazny z kietkiem

(X1, .-y Xn) = (X150 s Xno1, X, T Xy X k 1+...—|—x,,_k+1x,,).

Dla generycznego odwzorowania F = (fy,...,f;) : C" — C"
wszystkie osobliwosci korangi jeden sg typu Ag.
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K
Niechs,= > [](d;, —1), wtedy:

0<ii <...<ig<n j=1
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k
Niech s = Z H(di,- 1), wtedy:
0<i <...<ix<n j=1

@ zbior Sing(F) jest gtadki w kowymiarze 3,
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k
Niech s = Z H(di,- 1), wtedy:
0<i <...<ix<n j=1

@ zbior Sing(F) jest gtadki w kowymiarze 3,

@ zbidr osobliwosci A; jest otwartym gestym podzbiorem
Sing(F) stopnia sy,
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k
Niechsy= > [](d; 1), wtedy:
0<ii <...<ig<n j=1
@ zbior Sing(F) jest gtadki w kowymiarze 3,
@ zbidr osobliwosci A; jest otwartym gestym podzbiorem
Sing(F) stopnia sy,
@ zbidr osobliwosci A, jest otwartym gestym podzbiorem
Sing(F) \ As. Ma kowymiar 2 i stopien s? + s, + s,
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K
Niechsy= > [](d; 1), wtedy:
0<ii <...<ig<n j=1
@ zbior Sing(F) jest gtadki w kowymiarze 3,
@ zbidr osobliwosci A; jest otwartym gestym podzbiorem
Sing(F) stopnia sy,
@ zbidr osobliwosci A, jest otwartym gestym podzbiorem
Sing(F) \ As. Ma kowymiar 2 i stopien s? + s, + s,
@ zbidr osobliwosci As jest otwartym gestym podzbiorem
Sing(F) \ A1 \ Ao. Ma kowymiar 3 i stopien
3 + 3518y + 283 — 352 — 4sp + 2s4.
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Mowimy, ze kietek F : (C",0) — (C",0) ma osobliwos¢ typu ¥ »,
jesli jest biholomorficznie rownowazny z kietkiem

(X1, ..., Xn) = (X2 + 2XoX3, X5 + X1 X4, X3, X4, - - - , Xn)-
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Mowimy, ze kietek F : (C",0) — (C",0) ma osobliwos¢ typu ¥ »,
jesli jest biholomorficznie rownowazny z kietkiem

(X1, ..., Xn) = (X2 + 2XoX3, X5 + X1 X4, X3, X4, - - - , Xn)-

Zbior Sing(F) \ A1 \ Az \ As posiada dwie sktadowe. Pierwszg
jest Sing(Sing(F)), jego otwartym gestym podzbiorem jest
zbiér osobliwosci 5. Drugg jest

Sing(F) \ Sing(Sing(F)) \ Ay \ Az \ As, jego otwartym gestym
podzbiorem jest zbi6r osobliwosci Ay.
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Cykle zadane koranga

Niech F = (fi,...,fy) € Qn(di, ..., dn) bedzie og6inym
odwzorowaniem.
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Cykle zadane koranga

Niech F = (fi,...,fy) € Qn(di, ..., dn) bedzie og6inym
odwzorowaniem.
Niech M = [3—)’;] = [f;] bedzie macierzg Jacobiego F.
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Cykle zadane koranga

Niech F = (f1,...,fy) € Qn(ds, ..., dn) bedzie ogdinym
odwzorowaniem.

Niech M = [3—)’;] = [f;] bedzie macierzg Jacobiego F.
Dlal,J Cc {1,...,n} przez Mj oznaczamy podmacierz M
zawierajgcg wiersze z [ oraz kolumny z J.
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Cykle zadane koranga

Niech F = (f1,...,fy) € Qn(ds, ..., dn) bedzie ogdinym
odwzorowaniem.

Niech M = [3—)’;] = [f;] bedzie macierzg Jacobiego F.

Dlal,J Cc {1,...,n} przez Mj oznaczamy podmacierz M
zawierajgcg wiersze z [ oraz kolumny z J.

Naszym celem jest wyznaczenie stopnia rozmaito$ci zadanych

. / /
warunkiem rank M) < r. Oznaczamy go przez m',(r).
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Cykle zadane koranga

Niech F = (f1,...,fy) € Qn(ds, ..., dn) bedzie ogdinym
odwzorowaniem.

Niech M = [3—)’;] = [f;] bedzie macierzg Jacobiego F.

Dlal,J Cc {1,...,n} przez Mj oznaczamy podmacierz M
zawierajgcg wiersze z [ oraz kolumny z J.

Naszym celem jest wyznaczenie stopnia rozmaito$ci zadanych
warunkiem rank M/, < r. Oznaczamy go przez m/(r).
Oczywiscie dla |/| = |J| = r + 1 mamy

m!(r) = deg V(rank M, < r) = s1(I) = 3" ;c,(di — 1).
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Cykle zadane koranga

Obliczmy deg V(rank M, < r)dla |l| = r + 1, |J| = r + 2 oraz
l=r+2,|J|=r+1.
Na przyktad:

f f: f:
for foo Tz Iy a1 ez 723

fz1 fp f
f31 fa2 f3 faa st %2 8

fiiy fio F

fii h2 f3 fia e s
oraz

far faz faz
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Cykle zadane koranga

Mamy
fit fi2 fi3 fiq
V | rank f21 f22 f23 f24 <3| =

a4 fho fhy fy

fiy fi2 fis fi1 f2 fi3
Virank | b1 fo fo4| <3| NV |rank |fby fho fz]| <3

f31 f32 f34 f31 f32 f33
(11 fiz
—V | rank f21 fgg <2
| f31 32
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Cykle zadane koranga

Podobnie
fi1 f2
for  fao
V | rank
fy fo
far a2

fia
fo3
fa3
fas

N
w
I

fit fz2 fi3 fi1 fz2 fi3
Virank | b1 fho fz| <3| NV |rank |fb1 fho fz]| <3
far faz a3 a1 f32 f33

fi1 fi2
—V | rank
< [fm fon

f13] >
<2
fos

Michat Farnik Osobliwosci korangi dwa



Cykle zadane koranga

Ogélniedla |/| = r+1, |J| = r + 2 mamy
my(r) = My (1) - My gy (1) = Ml gy (= 1) =

S12(l) - mtl/\{h 7/2}(r -1
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Cykle zadane koranga

Ogélniedla |/| = r+1, |J| = r + 2 mamy
my(r) = My (1) - My gy (1) = Ml gy (= 1) =

S12(l) B mtl/\{h 7/2}(r - 1)
Natomiastdla |/| = r + 2, |J| = r + 1 mamy

mf,(r) _ mf/\{i1}(r) ) m{j\{iz}(r) . mf/\{i1’i2}(r —1) =

si(1\ (1)) - s101\ {i2}) — my "= (r — 1) =
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Cykle zadane koranga

Ogélniedla |/| = r+1, |J| = r + 2 mamy
my(r) = My (1) - My gy (1) = Ml gy (= 1) =

S12(l) B mtl/\{h 7/2}(r - 1)
Natomiastdla |/| = r + 2, |J| = r + 1 mamy

ml(r) = m 0 (r) - mMBd () - M)y =
si(I\{ir}) - s1(1\ {ia}) — mM2H(r — 1) =

s3I\, io})—m) B (r—1) 1 (d +d, —2)s1 (N {ii, i })+(dh, —1)(d—1) =
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Cykle zadane koranga

Ogélniedla |/| = r+1, |J| = r + 2 mamy
my(r) = My (1) - My gy (1) = Ml gy (= 1) =

S12(l) B mtl/\{h 7/2}(r - 1)
Natomiastdla |/| = r + 2, |J| = r + 1 mamy

ml(r) = m 0 (r) - mMBd () - M)y =
si(I\{ir}) - s1(1\ {ia}) — mM2H(r — 1) =
st(\{h, i2})_mlJ\{i1J2}(r—1 )+ (d; +di, —2)s1(I\{ir, })+(d;, —1)(d,—1) =

(83 — 82)(I\ {ir, io}) — MBI (r — 1) 4 s5(1)
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Cykle zadane koranga

Zatem poprzez indukcje ze wzgledu na r mozemy pokazac, ze:
e dlal|l|=r+1,|J=r+2mamy m/(r) = (s5 — s2)(/)
o dla|l|=r+2, |[J|=r+1mamy m/(r) = sy(/)
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Cykle zadane koranga

Zatem poprzez indukcje ze wzgledu na r mozemy pokazac, ze:
e dlal|l|=r+1,|J=r+2mamy m/(r) = (s5 — s2)(/)
o dla|l|=r+2, |[J|=r+1mamy m/(r) = sy(/)

Policzmy jeszcze m!,(r)dla |/|=r +1, |J| = r + 3 oraz
[l=r+3,|J=r+1
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Cykle zadane koranga

fiy f2 fi3
foy fo 3
fay ho f33

faor fao fa3

fiy f2 fi3
foy o I
fay Tz f33
far Tfaz a3

fi1

fi4
fo4
faq
faa

fis fia
oz T
faz  faq
faz  fas
fie fi1
foe foy
N
f fa4
fas fa
fie fi1
foe fo1
n
fa f31
fas faq

fis
fos
fas
fas

fi2
fon
fao
fao

fio
foo
fa
faz

fia
fos
fa4
faa

fia
foa
faa
fa4

fis

fas
fas

fis
fos
fas
fas

fie

f
fas

fie
f6
f36
fag
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Cykle zadane koranga

fiy fo fi3 fa fi5 fie fir fiz fiz f4 Fis5 fis
for fo fa fy Ty fp A 1 T2 T ha f5 fe| _
far T f33 hg fs fa sy f3o 3 ha fs Iz
(far Taz faz faa fas fas| | far a2 faz fas fas  fag)
[fi1 fio fs fiu fis fig) fir fiz fs Ffa Fis fie
for fo 3 fy4 fs fg n for foo f3 fy fs fe
sy he f3 f3y fs fap fss fo 3 fy f35 fa
(far Tao faz faa fas fag| |far fao faz faa fas  fag)

fir fiz fa fa s fie
for fo f3 fy4 fs I
sy o fh3 fy s fa
far Tao faz Tas fas fas
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Cykle zadane koranga

Ogélniedla |/|=r+1, |J| = r + 3 mamy

/ - / / / /
my(r) = My iy (1) My g o3 (N = Mg ooy (0= 1) Mo g, iy (N +

/
M Gy o) (F = 2) =

(87 — 25281 + 83)(1) + MY g iy (T = 2)
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Cykle zadane koranga

Ogélniedla |/|=r+1, |J| = r + 3 mamy

/ - / / / /
my(r) = My iy (1) My g o3 (N = Mg ooy (0= 1) Mo g, iy (N +

/
M Gy o) (F = 2) =

(s} — 28581 + 83)(/) + My (r—2)

’j2 )j3 7j4}

Podobnie dia |/| = r+3, |J| = r + 1 otrzymujemy wzér na m(r)
zalezny od m/ M2l _ 2)
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Cykle zadane koranga

Ogélniedla |/|=r+1, |J| = r + 3 mamy

/ - / / / /
my(r) = My iy (1) My g o3 (N = Mg ooy (0= 1) Mo g, iy (N +

/
M Gy o) (F = 2) =

(s} — 28581 + 83)(/) + My (r—2)

J2ofaofa}
Podobnie dla |/| = r + 3, |J| = r + 1 otrzymujemy wz6r na m/,(r)
zalezny od m{,\{"”z”3”4}(r - 2).
Poprzez indukcje ze wzgledu na r mozemy pokazac, ze:
edal|ll=r+1,|J|=r+ 3 mamy
m/)(r) = (s7 — 25182 + s3)(/)
o dla|l/|=r+3,|J|=r+1mamy m/(r) = ss(/)
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Cykle zadane koranga

Analogicznie pokazujemy réwniez, ze:
edal|ll=r+1,|J|=r+4mamy
ml(r) = (s} — 3s2sp + 25183 + 53 — 54)(/)
o dla|l|=r+4,|J=r+1mamy m/(r) = s4/)
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Cykle zadane koranga

Analogicznie pokazujemy réwniez, ze:
edal|ll=r+1,|J|=r+4mamy
ml(r) = (s} — 3s2sp + 25183 + 53 — 54)(/)
o dla|l|=r+4,|J=r+1mamy m/(r) = s4/)

Teraz policzymy m/(r)dla || = r+2, |J| = r + 2.
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Cykle zadane koranga

f11

1

f31

fa1

1 fhe  fig
_ |1 B2 T
31 fp i
far fp Mgz

fi1
o
f31
fa1
fiz fig
fp g
o fg3
fao a3
;14 ;1 1
24 o1
n
f34 f31
fas f41
; i
21
*
fa1

f11

f31
fa1

fa1

fi1

f31
fa1
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Cykle zadane koranga

Zatem

deg V/( rank Mj\{i‘} < r, rank Mf,\{j1} <r)=

STUNA{in}) - s1(\ {i2}) — s2(1\ {in}) - s1(/\ {i2})
— (8% = sp)(I\ {ir,io}) - s1(1\ {ir})

oo V) <1 i <o
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Cykle zadane koranga

Zatem

deg V/( rank Mj\{i‘} < r, rank Mf,\{j1} <r)=

STUNA{in}) - s1(\ {i2}) — s2(1\ {in}) - s1(/\ {i2})
— (8% = sp)(I\ {ir,io}) - s1(1\ {ir})
+deg V( rank M‘ll\\f{g’f} <r—1, rank MN{%%@} <r—1)

Wiec

deg V(rank ML\{A} < r, rank Mf,\{j1} <r)=((s1—d,+1)s2—s3)(/)
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Cykle zadane koranga

i1 h2  h3  fa fir ho fg fa fir ho hy  fa

31 fp f33 Mg
far faz faz fag far fap faz fag far faz faz fag
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Cykle zadane koranga

fag

fis  fa
hy fy
iz f3
faz g
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Cykle zadane koranga

Zatemdla |/| =r + 2, |J| = r + 2 zachodzi

(1) = (10 +1)52—86)(1)-1 (N {ie})—8a(1)-81 (I {ir })+$4(1)

—(s3 — 28281 + 87)(/\ {i1, 2}) - s1(/\ {1a})

— (8} + 28351 + 55 — 35,57 — 54)(/\ {iy, o, i3}) =
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Cykle zadane koranga

Zatemdla |/| =r + 2, |J| = r + 2 zachodzi

(1) = (10 +1)52—86)(1)-1 (N {ie})—8a(1)-81 (I {ir })+$4(1)

—(s3 — 28281 + 87)(/\ {i1, 2}) - s1(/\ {1a})

— (8} + 28351 + 55 — 35,57 — 54)(/\ {iy, o, i3}) =

(2 — s351)())

Michat Farnik Osobliwosci korangi dwa



Cykle zadane koranga

Whiosek

Niech F = (f1 , o, 13, f4) € Q4(d1 , 0o, O3, d4) deZIe ogélnym
odwzorowaniem. Odwzorowanie F posiada doktadnie

d2d2 + d2dbds + d2dbdy + 205 + d?dsdy + d?dZ + did2ds +
di d§d4 + dj dgdg + 2d1d>0d3d4 + dj dgdf + df d§d4 + dj dgdf +
d2d2 + d2dsds + 0202 + b2y + hO5d5 + d5dZ — 4d2d, —
40d2d; — 4d?dy — 4d;d3 — 8didads — 8 dbdy — 4d + 105 —

80 dsdy —4d;dZ — 4d50; — 402ds — 40-d3 — 80bd3dy — 40bdZ —
402dy—4d3d2+6d?+16ddo+160d;d3+ 160 dy +6d% +160205+
1600y + 602 + 1603ds + 6d2 — 20d; — 20ds — 20d3 — 20dy + 20
osobliwosci biholomorficznie rownowaznych z kietkiem

X, Y, 2, W) — (X2 +2yz, y? + xw, z, w).
y
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Cykle zadane koranga

Dziekuje za uwage.
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