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Niech Q(dy, d») oznacza przestrzen odwzorowan
wielomianowych F = (f;, ;) : C2 — C2? o stopniach
ograniczonych przez dj, db.

Oczywiscie Q(dj, d») ma strukture przestrzeni afiniczne;.
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Niech Q(dy, d») oznacza przestrzen odwzorowan
wielomianowych F = (f;, ;) : C2 — C2? o stopniach
ograniczonych przez dj, db.

Oczywiscie Q(dj, d») ma strukture przestrzeni afiniczne;.

Mowimy, ze odwzorowanie F € Q(d;, db) jest topologicznie
stabilne, jesli istnieje takie otoczenie U C Q(d;, dz) punktu F,
ze dla kazdego G € U odwzorowania F i G s3 topologicznie
rownowazne, czyli istniejg takie homeomorfizmy

WG,CDG:(CZ —>(C2, ze F=Vgsz0Godg.
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Niech Q(dy, d») oznacza przestrzen odwzorowan
wielomianowych F = (f;, ;) : C2 — C2? o stopniach
ograniczonych przez dj, db.

Oczywiscie Q(dj, d») ma strukture przestrzeni afiniczne;.

Mowimy, ze odwzorowanie F € Q(d;, db) jest topologicznie
stabilne, jesli istnieje takie otoczenie U C Q(d;, dz) punktu F,
ze dla kazdego G € U odwzorowania F i G s3 topologicznie
rownowazne, czyli istniejg takie homeomorfizmy

WG,CDG:(CZ —>(C2, ze F=Vgsz0Godg.

Pytamy o charakteryzacje topologicznie stabilnych
odwzorowan F € Q(dy, db).

Michat Farnik Stabilnos¢ odwzorowan wielomianowych



Twierdzenie (M. F, Z. Jelonek, M.A.S. Ruas)

Istnieje taki podzbior U C §(dy, do) otwarty i gesty w topologii
Zariskiego, Ze dla kazdego odwzorowania F € U wszystkie
punkty osobliwe jego wyrdznika A(F) = F(C(F)) sg ostrzami
albo petlami. Ponadlto liczba ostrzy jest rowna

C(d1,d2) = d12 T d22 +3didb —6d; — 60> +7

a liczba petli jest rowna

(o, d) =5 ((hk — 4)((0h + 02— 27 ~2)
(ged(dy, do) — 5)(dy + do — 2) — 6).
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Twierdzenie (M. F,, Z. Jelonek)

Niech F € Q(dy, dz). Jesli odwzorowanie F ma maksymalng
mozliwg liczbe ostrzy (c(dy, do)) oraz maksymalng mozliwg
liczbe petli (n(ds, db)) to F jest lokalnie stabilne i topologicznie
stabilne w Q(dy, db).
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Ostrza i petle odwzorowania F = (f;, f) € Q(d;, dx) mozna
wzglednie tatwo wyznaczy¢. Niech:

ofi  Ofy oJ oJ oJ oJ
X ox: ox;  Ox ox;  Ox:
J=det |58 G| Ji=det|5 G| JL=det|5g oF
0X4 OXo 8X1 8X2 8X1 8x2

Wtedy ostrza A(F) sa zawarte w zbiorze F({J = J; = J> = 0}).
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Natomiast petle sg zawarte w zbiorze

Fori({(p,q) € C*xC?: J(p) = J(q) =0, F(p) = F(q), p # q})
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Przyktad

Odwzorowanie topologicznie stabilne w (3, 1) ma dwa ostrza
i nie ma petli.

F(x,y) = (y® + xy, x) nie jest stabilne, gdyz posiada tylko
jedno ostrze.

Fa(x,y) = (y® — ax®y + xy, x) jest stabilne dla a # 0, gdyz
posiada ostrza w (0,0) i (1/a,0).
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Lemat o izotopii

Funkcja Rabiera

Niech V =2 K", W = K™ beda przestrzeniami wektorowymi. Dla
odwzorowania liniowego A € £(V, W) definiujemy

v(A) = it A" (D),

gdzie A* € L(W™*, V*) jest odwzorowaniem dualnym, ¢* € W*.
Mamy v(A) =inf{||A— B||: B e L(V, W), B nie jest surjekcja}
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Lemat o izotopii

Niech X c Ck bedzie gtadkg podrozmaito$cig algebraiczna.
Niech f: X — C™ bedzie dominujacym odwzorowaniem
wielomianowym. Definiujemy zbiory:

@ wartosci krytycznych Ky(f) = f(C(f)),

@ asymptotycznych warto$ci krytycznych K (f) = {y € C™:
istnieje taki ciag x, — oo, X, € X, ze || xp||v(dx,f) — 0 oraz
f(xn) — vy},

@ uogolnionych wartoéci krytycznych K(f) = Kyp(f) U Ko ().
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Lemat o izotopii

Niech X ¢ Ck bedzie zbiorem algebraicznym. Niech

S = { X, }ac/ bedzie stratyfikacja X.

Definiujemy zbiér K(f, S) stratyfikowanych uogélnionych
wartosci krytycznych odwzorowania f dany przez

K(f,S) = K(fIx.)-

a€l
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Lemat o izotopii

Twierdzenie (Z. Jelonek, S.T. Dinh)

Niech X c C" bedzie rozmaitoscig afiniczng ze stratyfikacjg
Whitneya S. Niech f : X — C™ bedzie dominujgcym

odwzorowaniem wielomianowym. Wtedy f jest lokalnie
trywialne poza K(f).
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Lemat o izotopii

Twierdzenie (Z. Jelonek, S.T. Dinh)

Niech X c C" bedzie rozmaitoscig afiniczng ze stratyfikacjg
Whitneya S. Niech f : X — C™ bedzie dominujgcym
odwzorowaniem wielomianowym. Wtedy f jest lokalnie
trywialne poza K(f).

Niech X c C" bedzie rozmaitoscig afiniczng ze stratyfikacjg
Whitneya S. Niech f : X — C™ bedzie dominujgcym
odwzorowaniem wielomianowym. Jesli dla kazdego ptatu X.,,
« € S, zaciesnienie f|x, jest submersjg oraz K (f|x,) =0, to f
Jjest lokalnie trywialne.
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Lemat o izotopii

Twierdzenie (Z. Jelonek)

Niech X, Y beda gtadkimi nierozktadalnymi rozmaitosciami
afinicznymi, M rozmaitosciag nierozktadalng. Niech

F: M x X — Y bedzie algebraiczng rodzing wtasciwych
odwzorowarn wielomianowych X — Y. Jesli dla wszystkich
my, me € M zachodzi:

o M(Fm1) = :U(sz)!

Q trojki (Y, Fm, (X), B(Fm,)) oraz (Y, Fm,(X), B(Fm,)) sa
homeomorficznie rownowazne,

to dla wszystkich my, mp € M odwzorowania Fp, | Fm, 53
topologicznie rownowazne.
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Szkic dowodu

Lemat

Niech fy, >, f3, f4 beda wielomianami jednorodnymi

w Cl[xo, X1, X2| stopni dy, do, 03, ds, przy czym

di = &b < 03 < dy. Zatozmy, ze ideat (fs, fy) jest zawarty

w (fi, ). Niech N bedzie liczbg punktdw izolowanych

V(f3,f;) C IP?, kt6re nie sg zawarte w V(fy, ).

Wtedy N < dsdy — dydb. Ponadlo jesli V(f3, fy) zawiera krzywa
lub istnieje punkt, ktory jest zawarty w V(fs, fy) z wiekszg
krotnoscig niz w V(fy, f2), to nierébwnosc jest ostra.
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Szkic dowodu

Niech F = (f;, ) € Q»(dy, db) bedzie odwzorowaniem
0 maksymalnej liczbie ostrzy i petli. Mamy:

@ F jest wtasciwe,
Q C(F) jest krzywa zredukowanag i ma stopien dy + do — 2,
©Q w(F) = didy, czyli V(fy) oraz V(f) nie przecinaja sie
w nieskornczonosci,
Q jesliged(d, db) # db, to V(fy) oraz C(F) nie przecinaja sie
W nieskoriczonosci,

Q@ wszystkie osobliwosci F sg stabilne, czyli sg fatdami,
ostrzami lub petlami.
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Szkic dowodu

Lemat

Zbior U = {F € Q(d;,dx) : F ma maksymalng liczbe ostrzy
i petli} jest otwarty.
Niech ® : U x C2 3 (p, (x,y)) — (p, Fo(x,y)) € U x C2. Wtedy:
Q C(®)Nn{p} x C? = C(Fp),
Q A(P)N{p} x C2 = A(Fp),
© kazdy punkt osobliwy A(®) jest postaci (p, q), gdzie
q € Sing(A(Fp)),
Q stratyfikacja X := U x C? postaci

{X1, Xz, Xa} = {X'\ A(®), A(®) \ Sing(A(®)), Sing(A(®))}

Jest stratyfikacja Whitneya.
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Szkic dowodu

Rozwazamy rzutowanie = : U x C? 5 (F,(x,y)) — F € U

i pokazujemy, ze K(m, S) = (). Oczywiscie

Ko(ﬂ', X1) = Ko(TF, Xg) = K0(7T, X3) = (). katwo widag¢, ze

Koo(, X1) = Koo(m, X3) = 0. Trzeba pokazaé, ze K (m, Xo) = 0.
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Szkic dowodu

Rozwazamy rzutowanie = : U x C? 5 (F,(x,y)) — F € U

i pokazujemy, ze K(m, S) = (). Oczywiscie

Ko(ﬂ', X1) = Ko(TF, Xg) = K0(7T, X3) = (). katwo widag¢, ze

Koo(, X1) = Koo(m, X3) = 0. Trzeba pokazaé, ze K (m, Xo) = 0.

Otrzymujemy trywializacje w, ktéra zaweza sie do trywializaciji
7| x,ux,. Czyli dla kazdego F € U istnieje otoczenie V, dla
ktérego mamy rodzing homeomorfizméw ¢, : C2 — C2, p e V,
dla ktérych ¢,(A(Fp)) = A(F). Ponadto u(F) = u(Fp), wiec F
i Fp s topologicznie rownowazne.
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Szkic dowodu

Dziekuje za uwage.
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