MATERIALY VII KONFERENCJI SZIKOLENIOWEUJ
Z TEORII ZAGADNIEN EKSTREMALNYCH

1986 ; kédz s. 14

DIAGRAMY NEWTONA. I TWIERDZENIE O DZIELENIU

2. Denkowska (Krakdw)

Wprowadzamy nastgpujace oznaczenia: k{x} jest to piersdcien szeregéw
zbieznych n zmiennych" (x --(x‘ ,,..,xn)) nad ciatem k 1liczb rzeczywistych
. lub zespolonych. Symbol H oznacza zbiér liczb naturalnych wraz zzerem. Dla
p €EN" zapisujemy Iul = Wy + ... + u  oraz x* = xl:’...x:“. Elementy k{x}
maje postaé £ = I fux“, £, €k

uENn

DEFINICJA 1. Niech £ = & fuxu' nalezy do k{x}. Diagramem Newtona
uen" ’

szeregu f nazywamy podzbiér Ng = {u €N%; fu # 0} zbioru WN".

Przypomnijmy teraz klasyczne twierdzenie Weierstrassa:

TWIERDZENIE 0. Niech £ € k{x} speinia warunek f(O,....O,x )& 0 w
,'otoczem.u 0 i niech m bedzie krotnosdcig zera £(0,.. .,O,x ¢ I Wéwczas
dla kazdego g E k{x} istniejg jednoznacznie wyznaczone q,r € k{x} takie,

i o1 . g
gde g=qf+r oraz r= L a.(x ,...,x _)x.
im0 it 1" n

Uogdélnienia tego twierdzenia podali najpierw H. Grauert [1] a nastepnie
H. Hironaka [2]. Uogélnienie Hironaki zostanie podane w niniejszym referacie
w wersji, z ktérej wynika zaréwm; twierdzenie Grauerta jak i twierdzenie
Weierstrassa. e :

Najpierw nalézy uogélnié liczbe m. W-'tym celu wprowadzamy nowe defi -
nicje (pochodzace od Hironaki; patrz takze [3L,[4], [5]).

DEFINICJA 2. Niech A : k" = k bedzie forms liniowsg “dodatnig", to -
znaczy o wspéiczynnikach nieujemnych, nie wszystkich réwnych zeru. Dla f€
- € k{x} definiujemy liczbe vA(f ) oraz wyktadnik uprzywilejowany w kierunku
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w kierunku A, exp, £, W sposdb nastepujacy:
i D s N el
vA(f) min {A{u); u € Nf) uu.):xﬂf A
exp, £ = min lex {u € Ng; VA(f) = A(p))}
{gdzie "min lex" oznacza minimum leksykograficzme).

PRZVKIAD. Jezeli A jest forma kanoniczng, to znaczy A(x1,...,xn) =
=X  +...+x, topiszemy v(f) i exp £ w miejsce vA(f) iexp, £. W
tym wypadku v(f) jest po prostu stcopniem wielomianu poczgtkowego szeregu

£, oznaczonego dalej in f.

Dla dowolnego A rdéwnanie A = 1 opisuje hiperptaszczyzne w R". Szu-
kanie exp £ polega na sprawdzeniu kiedy ta hiperplaszczyzna, przy 1 ros—-
ngeym od O, dotknie zbioru Nf, a nastepnie na znalezieniu minimum leksy-

kograficznego w zbiorze N N {4 = \'A(f)}.

LEMAT 7. Mamy nastepujace proste zwigzki dla A formy liniowej  "do-
datniej" i dla f,g € k{x}:

epr(f 'g)=eprf+eprg
exp, (f + g) 2 min (epr £,exp, g).

PrzejdZmy teraz do ideatéw w k{x}. Symbol A bedzie oznaczat w dal-
szym ciggu forme liniows "dodatnig".

DEFINICJA 3. Niech 1 bedzie idealtem w k{x}. Przez EA(I) oznacza-
my zbidr wyktadnikdéw uprzywilejowanych ideatu I w kierunku A:

EA(I) = {epr £f; £ € 1} .

LEMAT 2. 2zbiér EA(I) ma nastepujace wtasnoci:
(a) jezeli u € E\(I), to u+W&"c E,(1)
(b) isinieje zbidr skoriczony ,‘“1""'“1:}‘““ taki, e

r
EA(I) Y Py + N0
- i=1

(c) dla I, ideatéw w k{x} mamy



ISJI= E(I)=E (J).
> B (SR, ()
Wszystkie te wtasnodci sg oczywiste.

UWAGA. Mamy zawieranie EA(I)’:‘,:,U N jednakze na ogdél nie ma tu

fel
rdéwnodci. Zbidr EA(I) zalezy od wyboru A, z wyjatkiem przypadku, gdy

f’

ideal I jest generowany przez jednomiany. W tym wypadku mianowicie E A(I)=l
= U Nf (a wiec nie zalezy od A).
fel i

Zauwazmy ponadto, ze je§li I jest generowany przez elementy fi""’fk
o Kk

(1 = (f‘,...,fk)), to zachodzi zawieranie EA(I): U exp,f. + ®*, ale na
1

ogét nie zachodzi tu réwnoéé, z wyjgtkiem przypadku, gdy I = (f) jest i~
dealem giéwnym. Wtedy bowiem EA(I) = exp, £ + n". '

Teraz mozemy juz wypowiedzieé twierdzenie Hironaki, najpierw w wersji

bardzo uproszczonej, ale przydatnej, podanej przez Briangona ([3]):

TWIERDZENIE 1. Niech A bedzie ustalong foi‘m "dodatniag" i niech
fl"“’fk € k{x}. Wtedy dla kazdego g € k{x} istnieja g‘....,gk oraz R

k k
nalezgce do k{x} takie, 2e g =2 g.f. +R i e 8" \ Uexp £, +N.
el N g o

Dowdd tego twierdzenia podany w pracy [3] jest nietrudny i bardzo po-
dobny do dowodu klasycznego twierdzenia Weierstrassa (twierdzenie 0) poda-
nego przez Houzela. Zauwazmy, Ze twierdzenie 1 nie daje jednoznacznodci. re-

szty R ‘ani jednoznacznosdci dzielnikéw Bys---s8y -

PRIVKIAD. Rozwaimy ideat I = (= + YZ,Y). W tym przypadku EA(I) #

2
# U eprfi + Nn, gdzie
1

ft(X,Y) g% Yz. fz(x,Y) =Y.

WeZmy teraz g = Y3 + xm.A Chcemy podzielié g, wg twierdzenia 1, przez -

£, i fz'. Mozna to zrobié na wiele sposobdw, na przykitad

3 x]O

Y. .+ .

10

=Y(x2+Y2)—X Y + X

1ub

Y3 e x‘IO 0

-0(}(2 +Y2) +Y2-Y+x'



-1

1ub

3 10

v o+ x10 = B2 4 ¥?)

+ (Yz - YX8)¥ + 0.
Z twierdzenia 1 otrzymujemy jednak w sposéb prosty nastepujgce bardzo

przydatne wnioski:

iHNIOSEK 1. Niech bedzie dana forma "dodatnia" ‘A -ot;az ideat I w
k{x}. Niech BA(I) = ‘t:J Wy o+ N, Weedy jezeli f1,..'.,fr €1 sg :‘akie, ze
eprfi =B i=1,...,r, to generujg one ideat I. Tak wybrane lgen'era-
tory nazywamy bazq standandows ideatu I (cf. [4], [6]). :

Dowdd. WeZmy element idealu g € I i podzielmy go przez fi""’fr

: : ; r ; ;
zgodnie z twierdzeniem 1. Otrzymamy g = L gifi +R,. R= L ruxu", gdzie
v 1 uEN
T % ik : y ‘ R £ :
e N\ U b+ =N\ EA(I). Poniewaz jednak w tej sytuacji "R € I,
1 . .
wiec musi byé ‘R = 0.
WNIOSEK 2. ‘Przy ozn#czeniach jak we wniosku 1, jezeli - N\ EA(IY)
jest zbiorem skoriczonym
v \E (i) = (v v }
A ""'D 8 L

v v v
to klasy réwnowaznosci jednomianéw x 1,....:( . tworza baze przestrzeni

wektorowej ' k{x}/I nad k.
Doubd. Jezeli f Aix s € I, Ai E,ka i= 1504458, to musi byé A‘ .
- .,. = )'s =0, gdyz.’ vi & EA(I) i -’1....,3. : 5
Jezeli g € kix}, to burzemy mnajpierw fl""'f — baze utmdardov.
¥ ‘wedtug wmiosku 1 i dzxeluny g ptzez f‘,....f wedlug tm.erdzenh 1..‘;

'Otrtymjen'ly. g-Zgifi +R. ,Raazte. R mozna npisa'é jako su‘me».

pom.evu fl""'f zostaly vybrnne tak, aby E (I) - U eprfi + N°.
- 1

Hobec tego dla klas t6wnowainoia otrzymjemy réimoéé G
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r e A
lg-Zgfl=Ealx 1
1 1
Przejdimy teraz do rozwazania funkcji Hilberta-Samuela pierécienia
"k{x}/I. Jest to, jak wiadomo, funkcja, ktéra liczbie naturalnej 1 przy-
porzadkowuje wymiar przestrzeni wektorowej k{x}/I +‘f&1”, g_dzie W o-
znacza ideal maksymalny w k{x}:
s 3 1+1
Bk(x)/I (1) = dim k{x}/1I +#W .-

Mamy nastepujace réwnowaznodci:

TWIERDZENIE 2. dimk k{x}/I <= <=> istnieje 1€N taka, ze" mlc I<=>

<=> istnieje forma "dodat:nia" A, dla ktérej " \BA(I) skoriczony  <=>

<=> dla kazdej formy "dodatniej" zbiér WN" \ EA( 1) jest skoficzony.

Dowdd. Najpierw prgeprowadzimy dawéd pierwszej rdéwnowaznoéci. Natural-
nie, jezeli istnieje 1 takie, ze I> ml (tzn. ideat I jest "defini-
cyjny"), to dim k{x}/I skoﬁczony, poniewaz jest oszacowany od géry przez
dim k(x}/m’ < = : :
Przypuéémy teraz, ze dim k{x}/I < .  Wykazemy, ze I =.ml dla pew—
nego 1. ' o '

Rozwazmy cigg ideatdw #=I+M=I+M2=...DI+%k9... =
Zauwazmy, ze dim k(x)/I +M = dim k{x}/m + ... +dim I +4n. II +Mk
Poniewaz dim k{x}/I sk < dim k(x}/I < = . sg wspélnie ograniczone dla
'k = 1,2;..., wiec powyzszy ciag ideatéw musi sig stabilizowaé, to znaczy
istnieje k €® takie, ze I + m" =1 +mkﬂ I ﬂnk’z ees « . Zasto~

sujemy teraz lemat Nakayamy:

Nxech L,N beda podmodutami .moduiu M nad pxerécxenxem lokalnym A,
N skonczenxe generowany i N< L +#4°N. Wtedy Ne L.

_ Stosujemy go do L=1I, N =‘Mk (k wybrane ]ak wyze_]), M= k{x},
= k{x}. Réwmoé¢ T +m* = 1 m** implikuje M ¥e 1+m*' iz
- lematu Nakayamy otrzymu;emy M < I, co.koﬁczy'dowéd. i :

Pozostale dvxe r6wnowazno§c1 83 oczyw1ste (anosek 2, skoﬁczonoéé zblo- ‘
ru N°\ E (w) przy dowolne; A fome "dodatniej" natychmiast je -
implikujg). : - e



UWWAGA. Dla dowolnej formy '"dodatniej" A zachodzi zawieranie

1 1
E(1+m )cE (T)U EAU@ )s

a dla A kanonicznej zachodzi réwnosé

E(1 + wY) = 5(1) U E(#m});

co wynika stad, 2e w tym przypadku exp £ = exp (in £).
Réwnoéé ta nie musi mieé miejsca dla dowolnej formy "dodatniei" -« A,
jak tego dowodzi nastegpujagcy przykiad:
I=(x+7%), 123, Aa,B) = S5a + B.
Poniewaz I jest ideatem giéwnym, mamy
EL(I) = exp,(X + ¥0) + 8% = (0,3) + o,

Poniewaz m3 jest generowany przez jednomiany, wiec

EA(“‘a) - (0,3) +n? v (1,2) + o U (2,1) + 0
Zauwazmy, ze ke I +‘m3‘ i epr(X) =(1,0) ¢ EA(I) QEA(M3).

WNTOSEK 3. Niech I bedzie ideatem w k{x}. Mamy nastepujaca' for-
mute pozwalajgcg wyliczaé funkcje Hilberta-Samuela pierscienia k{x}/I:

B 1) = #E® N E e M) cpuen®; wis1 i g B}
‘(jest jtno' oczywisty wniosek z poprzednich ‘rozwazai).

‘Sformutujemy teraz twierdzenie ° dzieleniu v versj'_ivuirona.ki (121, l4],
{si, fel). i ol %

 TWIERDZENIE 3. Niech I bedzie idealem w k{x}, a A ustalong for-
m3  “dodatnia" i miech EMI) = U ou o+ N

o e

' Oznaczmy przez D, zbiér P G
e n, b Gy eeh)\DG

: prgeg. Dr —zbj.ér (ur +>t{n)-\ (D, u “‘_U Dr-i)_-
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oraz przez Dr +q Oznaczmy zbiér N \E A(I).

Niech f1,...,£r € 1 speiniaja warunek eprfi = py dla 1w e sTh
Wéwczas dla kazdego g € k{x} istnieja wyznaczone jednoznacznie elementy
Byseees8s R Ek{x} takie, Ze '

r
L o

gt 5

g = T S B FSpm oK
{usu +u; €D} "

R= S r x".
u €D

T+l

Dowéd tego twierdzenia znajduje sie w pracy Hironaki [2], jego idea po-
dana jest réwniez w sposéb prosty w pracy Briancona [3] i Galligo [4].

Nalezy tu zaznaczyé, ze w przypadku pierécienia wielomianéw k[x] twier-
dzenie o dzieleniu ma wypowiedZ analogiczng i bardzo prosty dowéd. A. Gal-
ligo w pracy [6] podaje algorytm pozwalajacy wyliczaé dzielniki i reszte- w
‘skoficzonej ilosci krokéw (w przypadku pierécienia wielomianéw).

Zuréémy uwage, ze powyzsze twierdzenie jest twierdzeniem o dzieleniu

. "przez ideal", poniewaz szeregi f1,....f (wybrane tak, aby exp fi = “i)’

sg wg wniosku 1 generatorami ideatu I. Ot:zymane dzielniki g‘.....g!'_ zale~
23 od wyboru bazy standardowej fl""’f »  ale reszta R zalezy, - jak
tatwo widaé, wyltgcznie dod idealu I. :

Zauwazmy, ze wybér formy A ptzypispje zmiennym x‘;...,xn pewne wagi.
Przy wyborze formy kanonicznej wszystkie zmienne sg rdéwnouprawnione. Jezeli .
chcemy ottzymaé z twierdzenia Hironmaki (twierdzenie 3) klasyczne twierdzenie
Weierstrassa o dzieleniu (twierdzanie 0‘) to musimy tak wybraé A, aby wy-
kiadnikiem wyréznionym szeregu £f byt wykladtuk (0,...,0,m). W tym éelu
~ wystarczy wzxaé
: A(x1,...,'x“)=*-5c1 et xo
“1ub
+ ... + mX + X .

A(x',...,xn) = mx B -

1

Stosujac twierdzenie Hironaki przy tak wybranym A do ideatu gléwnego 1=
= (f) otrzymujemy dla kazdego g € k{x)

S'Q"f*R.
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z q i R jednoznacznymi

R = L r x*.
4 ®
#EN\E,(I)
Ale EA(I) = (0,...,0,m) + N°, wiec R zawiera wytgcznie potegi X _,...,
A n

...,x:rl. Po odpowiednim przegrupowaniu mamy wiec

m-1 ! i
“R= I a. (xl,...,x 1,x 5
i=0
Zajmijmy sie¢ teraz rozwazaniem sytuacji, w ktérej A jest usfalona,

forma “dodatnia", a mianowicie forma kanonlczna A(x1,...,x ) =X, +...F X s

1
natomiast zmienia sig uklad wspéirzednych w k (co daje automorfizm pier-

$§cienia k{x}).

Dla idealu I < k{x} oznaczmy przez in I ideal
in I'={in £; £ € 1}.

Wystarczy ogtaniczyé sig do liniowych zmian ukladﬁ:wspélrzednych w K%, Je-
seli bowiem 7y i : (k™ ,0) + (k™,0) jest kietkiem biholomorfizmu otoczenia ze-
ra na otoczeniu zera i przez Y* oznaczymy odpowiadajgcy mu automotfizm.
k{x} na ki{x}, to mémy nastepujaca oczywistg réwnosé:

in (Y"(1)) = (4_v)"(in 1)
a stad
E("(1)) = E((a¥)*(in T)).

Niech M  bedzie izomorfizmem liniowym k" na k%, M € Izo (k").
M.
Oznaczmy przez I = ideal

Ma{som £e1).

Oczywiscie na 6gél‘ideal jest réiny od ideatu I.7<Hyj§£ek stanowig tu
ideatly 4!‘:-1 : tj. potegi 1dealu maksymalnego, nxezmlennlcze wzgledem dzia-
lania grupy Izo x* ) -'na - kfx}. Wobec tego réwniez i szory E(I ) moga——-
réznxé sie miedzy - soba, gdy zmieniamy M. ' '

B Hamy Jednak nastepujace twierdzenie ([1], [2], [4]. [5})

: TWIERDZENIE 4. Niech I bedzxe ‘ideatem w k(x).' Wéwczas 1stn1e3e
- zbiér U& Izo ™) o:warty v sensie Zarxskxego i nxepusty oraz 1stn1e3e
i pqdszér Ng- zwany. niezmiennikiem Grauerta 1deatu 1 i oznaczany 21 g{T)
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taki, ze
- a) dla kazdego M €U zbidr E(IH) jest réwmy e(I),

~b) zbiér e(I) posiada nastgpujacg wiasnosé: jezeli y € e(I), uo- :
- (“i""’“n)' pI#O_ i 1>1', to element’ (u1,-..,u1-1,...,

; | ’,..“1'1' 1,...,u.n) réwniei naleéy‘ do e(I).

: Dowdd tego twierdzenia znajduje sie w pracy Grauerta [1] oraz w pracy
Galligo [4]. '

% Zauwaimy tu tylko, ze zbiory €(I) maja specjalna konfiguracje. Nie
“tylko, jako zbiory E(IH), zawierajg wraz z kazdym elementem j catg kg~
téwke p + an_, ale jeszcze, jezeli ustalimy wszystkie wspéirzedne w "
oprécz. dwéch, zbiér h €(I) nNz musi mieé postaé “schodkéw o wysokosci
 jeden", ze wzgledu na wlasnodé b). : : '
PrzedledZmy to na przykiadzie n = 2: Ze wzgledu na wtasnoéé b), zbiér
e(I) musi zawieraé element postaci (0,30). Réwniez ze wzgledu na wlas-
noéé b), zbiér ¢(I) skiadaé sie moze tylko z katéwek o wierzchotkach
_(0,80).(a|,’ao - 1),(a2,s° - 2”"'{(%'% - k), gdzie 0 < ap < eee < gp-

.34

'll ) l ! g D,

Zauwazmy jeszcze, ze podang we wn_iosku 3 formuig na funkcje Hilberta -
-Samuela pierscienia k{x}/I mozemy teraz zapisaé tak: ’

By D) =B e S 1, u g e(1),

poniewaz wymiar jest qiéém".ennikiem izc;ﬁlqtfim o;ai - E( Mlﬂ) = e(_ﬂlﬂ) =
= {u; lul >1). : e o

Na zakoficzenie zacytujemy jes.zcze‘ za Galligo ([4]) inng formie na
funkcje Hilberta-Samuela, tatwg do oti‘iythania, po przeliczeniach, z poda-
nych dotad informacji oraz z nastgpujacego tw‘ig:dzeniaﬁ
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TWIERDZENIE 5. Niech I bedzie ideatemw kix), niech  ¢(I) =

= U p(l) + i oznaczmy d(i) = min {k; uk 1‘ 0} {gdzie u.(i) = (n(i)

...,u.(l))) Woweczas dla zbioru e(I) zachodzi:
X f=1 .. S :
W) sy U w8 R (), a8l g pemali)
j-] 3

Oznaczmy ‘ter_az przez Pj (1) funkcje Hilberta-Samuela pierdcienia
k(xi,...,xj}. Mamy wiec :

Pj(i) = d‘imkk{xl""'xj}/mlﬂi = en; s 1)

: 1
tatwo wyliczyé, ze Po(l) =1, 91(1) =1+1 i Pj(l) = L P. (m) + 1.
m=1

Zau.valimy, ze Pj (1) jest wielomianem stopnia j.
Policzmy teraz funkcje Hilberta-Samuela dla k{x}/I: -
n
By (1) =¥ €Nt 1, w g (1)),

‘przy czyﬁ kil
: r < = 3
C(I) w0 “(1) - (Nd(l) x (o)ﬂ'd(l)).
1

Latwo uidié», ze gdy lu I $1, mamy

d(i)(l o “‘(l)l) -*{V E (1) d(i) x (o)n—d(i)), ivi sl).
a-stad - . ; A
oy e R Uy g La - )
ol b S e T LR
» w5 '

A teJ fonnu!y wytaime wyru.ka znany fakt. ze funkcJa Hilberta-Samuela
jest dla dostatecznie duzych 1 mianowicie dla takich, dla ktérych luq s
R L yedies lu&)l_ $1) wielomianem stopnia d, gdzie

S @=sw gzt x (o)t n.;{r) - 0.

Przypom:._]my Jeszcze, 2e d = dim Krulla k(x}/I = dim V(I)

z zacytowanych tu prac, nawaeceJ szczegdléw oraz najbardnej elemen-
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tarne dowody zawierajg prace Galligo [4] i [6], godne polecenia ze wzgledu
na prostote i czytelnosé. I

Przyktady podane w referacie, dowéd Twierdzenia 2 oraz uwaga o postaci
E (I) dla I idealu gléunego i I generowanego przez jednomiany pochodza
ode mie. Wszystkie pozostale tﬁu.etdzen;a, definicje i uwagi zna_jdu_ja sie

w cytowanych pracach.
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