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§0. Wstep

Niech @ = (p1,92) : C — C?, gdzie p1,92 € C][t], bedzie parametryzacja
wielomianowa, krzywej algebraicznej V =V (f) C C? (takie krzywe sa zwane krzy-
wymi wielomianowymi). W pracy [Z] H. Zotadek zaproponowal konstrukcje (skon-
czonego) ciagu wielomianow { F; } oraz pewnych ciagow liczbowych {k;}, {u;}, zwia-
zanych z parametryzacja ®, ktore nastepnie wykorzystat do dowodu twierdzenia
Abhyankara-Moha o zanurzeniu prostej w plaszczyzne (o zastrzezeniach odnognie
tego dowodu zob. uwage 1.). Z kolei w teorii Abhyankara-Moha [A-M] z V zwiazane
sa pewne skoriczone ciagi wielomiandéw (np. pierwiastki i pseudopierwiastki aprok-
symatywne) oraz pewne ciagi liczbowe dajace informacje o naturze osobliwosci tej
krzywej w nieskoriczonosei (por. tez [P1], [P2]).

Pojawia sie pytanie, czy istnieje jakis zwiazek miedzy obiektami okreslonymi
przez Zotadka a tymi okreslonymi przez Abhyankara i Moha? Jest to tym bar-
dziej ciekawe, gdyz wielomiany i ciggi charakterystyczne Abhyankara i Moha maja
swe zrodlo w parametryzacji Puiseux jedynej galezi V' w nieskonczonoéci, nato-
miast liczby ciagow {u;} 1 {k;} oraz wielomiany ciagu {F;} powstaja bezposrednio
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z parametryzacji ®, wiec dla ich wyznaczenia nie ma potrzeby znaé wczeéniej ani
wielomianu f ani - tym bardziej - rozwiniecia w szereg Puiseux jego galezi w nie-
skoniczonosci.

Celem niniejszego artykutu jest odpowiedZ na powyzsze pytanie (popozycja 2.).
Dowodzimy tez podstawowych wlasnosci ciagu wielomianow {F;} - jego skoriczo-
nosci, nierozktadalnosci wielomianéw F; oraz tego, ze ostatni z nich jest réwny

f.

§1. Konstrukcja Zolqdka

Niech bedzie dane generycznie réznowarto$ciowe odwzorowanie wielomianowe
O = (p1,92), tzn. 1,02 € C[t] 1 & : C — C? jest réznowartosciowe poza
skoniczonym podzbiorem C. Dla uproszczenia zapiséw i w celu wykluczenia zde-
generowanych sytuacji zakladamy ponadto, ze ¢1(t) = t* + sktadniki nizszych
stopni, wo(t) =" + sktadniki nizszych stopni oraz k,n > 1.

Oryginalna konstrukeja Zotadka ciagu {F;} nie jest wygodna do naszych badari,
gdyz niejako nie wyroznia zadnej ze zmiennych (uzywany jest tu stopien z wagami
El;é), podczas gdy w teorii Abhyankara i Moha w naturalny sposéb zmienne pelnia
rozne role (tu wystepuje stopient degy- wzgledem zmiennej Y'). Dlatego pomocniczo
wprowadzimy tez pewna odmiane konstrukeji Zotadka. Aby uniknaé niepotrzeb-
nych powtorzen, przeprowadzimy jednocze$nie obie te konstrukcje. Dla dowolnego
g € C[X,Y] bedziemy wiec pisa¢ dla prostoty Deg(g), co bedzie oznaczaé badz
stopient degy (g) tego wielomianu ze wzgledu na Y, badz tez jego stopieni cfigé (g9) z
wagami okreslonymi wzorami deg (X):=k, deg Y):=n.

Ustalmy zatem Deg € {degy,cflt;g}. Okreslimy indukcyjnie ciag wielomianow
{F;} oraz ciagi liczbowe {k;}, {p;} tak, by zachodzily zaleznosci

Fi=Y, Fa=F'+H, dai>1,

gdzie H; € C[X,Y], k; € N maja ta wlasnosé, iz Deg (H;) < Deg (Fiki), dlai > 2

oraz degg (FZ’C —&—Hi) < degg (sz), dla ¢ > 1. Ponadto u; = degg (F;), gdzie
stosujemy zapis degg (g) := deg, (g o ®), dla dowolnego g € C[X,Y].

Mianowicie kladziemy najpierw F; = Y, ki := (Tkn)’ ny = ﬁ, U1 = n,
a nastepnie Fy (X,Y) := Y* — X™ 4 ¢g(X,Y), gdzie g jest dowolnie wybra-
nym wielomianem z C[X,Y], takim, ze Deg(g) < Deg (Y*) i dla ktorego sto-
piefi degg (Y* — X™ + g (X,Y)) jest minimalny. Zatem H; := —X™ + g (X,Y).
Okreslamy pg := degg (Fa). Jesli pug = —oo, tzn. Fr0® =0 w C[t], to w tym
miejscu przerywamy konstrukcje.

W (i + 1)-ym, ¢ > 2, kroku znajdujemy najpierw najmniejsza sposrod tych liczb
naturalnych [ > 2, dla ktorych istnieje wielomian H € C[X,Y] o tej wlasnosci, ze

(%1) Deg (H) < Deg (Ff) oraz degg (Fil + H) < degg (le) .
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Zbior takich liczb [ jest niepusty, bo nalezy do niego np. liczba k (tutaj mozna wzia¢
H = 0X" dla odpowiedniego 6 € C\{0}; wtedy deg (H) = kp; = kdegg (F;), zas
z zalozenia indukcyjnego tatwo widzimy, ze dla ¢ > 2, kdegg (F;) < kaég (Fy) =
ae\g/;(ﬂk), czyli dfég(H) < deg (FF) oraz oczywiscie degy (H) < degy (FF), a
wiec lacznie: Deg (H) < Deg (Flk)) Te najmniejsza liczbe | oznaczamy przez k;
(zauwazmy, ze k; > 2). Nastepnie wybieramy dowolny sposrod wielomianow H
spelniajacych zaleznosdci (%) z I = k;, a przy tym taki, ze degg (Ff + H) przyj-
muje najmniejsza mozliwa wartosé, ktora oznaczamy p; 1. Tak wybrany wielomian
oznaczamy przez H;, po czym przyjmujemy F; ;1 := Fiki + H,.
Jesli p;+1 = —o0, to w tym miejscu przerywamy konstrukcje.

Definicja 1. Okreslony powyzej ciag {F;} bedziemy nazywaé ciggiem Deg-
pierwiastkow aproksymatywnych w sensie Zotgdka (dla parametryzacji ®).

Uwaga 1. Z powyzszej konstrukcji widaé, ze cigg {F;} nie jest wyznaczony
jednoznacznie - tworzymy caltq rodzine takich ciggow. Ponadto a priori nie jest
jasne czy wielomiany {F;} sq nieprzywiedine a opisany proces skoniczony, a nawet
jesli jest - czy ostatni z otrzymanych wielomiandw wynosi f. Wydaje sig, ze fakty
te w [Z] sq udowodnione zbyt skrétowo (dla Deg = deg). My wykazemy je ponizej
(wnioski 1., 3. oraz 5.).

Zatozmy w tym miejscu, Ze tak jest istotnie i niech Fypiq = f. Wiedy z opisanej
konstrukcji wynika tatwo, ze wielomian f ma przedstawienie w postaci

FX,Y) = ( (YR +H (X, V) Hy (X, YY)+ + Hy (X, YY) + H (X, Y).

Skoro f(p1,p2) =0 w Ct], to

P2(t) = k\l/—Hl(wl(t),wQ(t))Jr k\z/_HQ(@l(t)a<P2(t))+-"+ N/ —Hi(p1(t), pa(t)),

dla odpowiednio wybranych gatezi pierwiastkow. Dalsze rozumowanie Autora w
[Z] wydaje sie przebiegaé nastepujgco. Jesli weimiemy wszystkie mozliwe gatezie
pierwiastkow w powyzszej formule, to otrzymamy wszystkie rozwigzania réownania

Fler(®),Y) =0w C((t™).

Jest to kluczowa przestanka w jego dowodzie twierdzenia Abhyankara-Moha. Jest
to jednak nieprawda, gdyz dla pi(t) = t2 + 1, po(t) = 2+t +1 mamy f =
Y2 - X34 X2 -2Y +1, czyli tutaj h =1, ky = 2, f = Fy. Skoro ky = 2, zatem - w
mysl powyzszego - pierwiastkami réwnania f(1(t),Y) = 0 bytyby @a(t) i —pa(t).
Ale f(p1(t), ~pa(t)) £ 0.
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§2. Wiadomosci pomocnicze
W tym paragrafie R bedzie zawsze pierécieniem przemiennym z 1.
Pierwiastki aproksymatywne wielomiandw

Definicja 2. Jesli f € R[Y] jest wielomianem monicznym stopnia k > 0 i
1 < d < k jest dzielnikiem k odwracalnym w R, to pierwiastkiem aproksymatywnym
stopnia d z wielomianu f nazywamy taki wielomian moniczny /f € R[Y] stopnia
k/d, dla ktorego ma miejsce nieréwnosé

d
deg(f = (Vf)") < deg f — deg V/T.
Zachodzi twierdzenie (patrz [A| - Theorem (4.4) i [P2] - wlasnosé 1.8).

Twierdzenie 1. Wielomian /f € R[Y] istnieje i jest jednoznacznie wyzna-
czony. Ponadto, jesli e jest dzielnikiem liczby k/d odwracalnym w R, to prawdziwa

jest formuta {//f = &/F.
Rozwiniecia G-adyczne

Niech G = (G1,...,Gp), p = 1, bedzie ukladem wielomianéw z R [Y] takim, ze:

i) G; jest moniczny wzgledem Y i degG; > 0, dla 1 < i < p;

ii) degG; |deg G471 dlal <i<p—1;

iii) deg G; = 1.

Oznaczmy A(G) = {a = (a1,...,ap) € ZP : 0 < a; < degG,+1/degG; dla
1 <i < p— 1}. Ponadto bedziemy tez pisa¢ G = G -...- Gy dla a € ZP.

Twierdzenie 2. ([A], Corollaries (2.14) & (2.9)) Kazdy wielomian f € RI[Y]
ma jedyne przedstawienie w postaci

F=Y f.G%

acA(G)

gdzie f, € R dla a € A(G) oraz f, = 0 dla prawie wszystkich a € A (G) (tzn. dla
wszystkich poza skoriczona iloscia). Przedstawienie to nazywamy rozwinieciem G-

adycznym wielomianu f. Co wiecej, deg f = sup deg(f,G*). W konsekwencji,
a€A(Q)

jesli deg f < deg G, dla pewnego ag € A (G), to G* nie wystepuje w G-adycznym

rozwinieciu f (tzn. f,, = 0).

Twierdzenie Newtona i ciqgi charakterystyczne

Punktem wyjscia konstrukcji ciagéw charakterystycznych dla danej krzywej al-
gebraicznej jest klasyczne twierdzenie Newtona. Poniewaz interesuje nas tylko
zachowanie sie krzywej w nieskoriczonosci, podamy je w nieco mniej ogdlnej wersji.

Twierdzenie 3. (Newton) ([A], Theorem (5.14)) Niech f € C ((X~1))[Y]
bedzie wielomianem nierozkladalnym i monicznym wzgledem Y. Oznaczmy k =
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degy f. Wowczas istnieje element yo € C((7)) taki, ze f (77,50 (1)) = 0. Co
wiecej, dla dowolnego y € C ((7)) o ostatniej wlasnosci zachodzi réwnosé
1) f(T_kaY) = H (Y—y(€7’))7
ecUy(C)
gdzie Uy, (C) jest zbiorem pierwiastkow k-tego stopnia z 1;
i) pierwiastki y (e7), € € Uy (C) wielomianu f (77%,Y) € C [77*] [Y] sa rozne;
iii) NWD ({k} U Supp, (y (7)) = 1, gdzie dlay (1) = > ay7, z a; = 0 gdy | <

lez
0, okreslamy Supp, (y (7)) :={l € Z : a; # 0}.

Zalozmy, ze spelnione sg zalozenia twierdzenia Newtona i f (T’k, Y (T)) =0,
dla pewnego y € C((7)). Zdefiniujemy teraz indukcyjnie liczbe h € N oraz ciagi
liczbowe {m;}ocicni1 i {diticicny- Przyimujemy w tym celu mg := —k, di =k,
my := inf (Supp, (y (7))), d2 := (mq,dy). Jesli tutaj dy = 1, to kladziemy h := 1,
mg = 400 i koniczymy konstrukcje.

Jedli ¢ > 1 i mamy juz okreslone liczby myg, ..., m; oraz dy,...,d;41 1 djyq1 > 1,
to ktadziemy

M1 :=min{r € Supp, (y (7)) : v Z0 (moddi+1)}, dit2:= (dit1,Mit1)-

Jesli d;42 = 1, to ktadziemy h := i+ 1, mp41 := 400 i koiczymy konstrukcje.
Liczba h € N jest poprawnie okreslona na mocy warunku iii) twierdzenia New-
tona.
Majac dane ciagi {mi}oc;cpi1 1 {diticicny definiujemy ciagi {ri}ocicpyq 1
{0:}o<ichy1 Wzorami

o =M, T == méidl + d% E (mj —mj_1)d; dla 1l <i < horaz ry4q := +00;
2 <<

0; i =—r;dla0<i<h+1.

Wprost z powyzszych definicji wynika prosta

Witasnosé 1. Dla 2 < ¢ < h mamy d; > d;q1 oraz §; < (5¢,1d""1

7 zas dla
1<i<h+1 (dg,...,0;—1) = d;. W konsekwencji §; € (do,...,d;—1)Ng dla
2 < i < h (symbolem (dg,...,d;) Ny oznaczamy podpotgrupe liczb naturalnych

generowang, przez liczby dg, ..., d;).

Twierdzenia teorii Abhyankara

Niech f € C[X,Y] bedzie wielomianem nierozkladalnym i monicznym wzgle-
dem Y. Zalozmy, ze ® = (p1,¢92), wi € C[t], degp1 = k, degps =n, k,n > 1
jest jego parametryzacja wielomianowsa, co oznacza, ze dla dowolnego (z,y) € C?
zachodzi

f(x,y) =0« teH(C (amy) = (@1(07@2@))7

oraz ze ® jest generycznie roznowartosciowe. Wowcezas krzywa V = {(z,y) € C? :
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f (z,y) = 0} jest wymierna ([W], Section 7.2) i ma jedna galaz w nieskoniczonosci
([A], Example (11.5)), wigc f jest nierozkladalny jako element C ((X 1)) [Y] ([A],
Theorem (11.15)).

Korzystajac z informacji z poprzedniego punktu mozemy skojarzy¢ z f ciagi charak-
terystyczne {mi}0<i<h+17 {di}1<i<h+17 {ri}0<i<h+1 i {6i}0<i<h+l' W tej sytuacji
zachodzi nastepujaca

Wtiasnosé 2. ([A], Lemma (5.10)) degy f =k, degx f =n, do =k, 51 = n.

Przyjmijmy
gi = Y, gdyi=1
v YF, gdy2<i<h+1"

gdzie f traktujemy jako wielomian zmiennej Y o wspotczynnikach w R = C[X]
(patrz definicja 1.), oraz potézmy S := Clp1 (t),¢2 (t)] C C[t]. Dla dowolnego
wielomianu h € C[X,Y] bedziemy oznacza¢ przez h wielomian h (¢ (t), 92 (1)) €
S.

W ksiazce Abhyankara ([A], Theorem (8.5)) udowodnione jest nastepujace

Twierdzenie 4. i) Zbior {f]b ;b e B}, gdzie B := {b = (by,...,by) €Z:
0<b; <d;/diy1, dlal < i< h}, jest wolna baza S nad C[p; (t)] (tzn. dowolny

element F € S ma jedyne przedstawienie w postaci F = Y. F,g°, gdzie I, €
beB
C 1 ()] 1 tylko skoriczona ilosé wspotezynnikow Fy, jest niezerowa).

ii) Dla F € S, jesli F = Y. F,g°, z F, € CJpy (t)], to przy dowolnych b, b’ € B,
beB

b # b’ takich, ze Fy, # 0 # F ma miejsce nieréwnosé deg, (Fbgb) # deg, (begb/)
W szezegolnoscl, jesli F' # 0, to istnieje jedyne by € B o tej wlasnosci, ze deg, (F) =
deg, (Fy,g") = sup deg (Fyg°).

beB

Uwaga 2. Tuwierdzenie 4. w oryginale ma nieco inne (i ogdlniejsze) sfor-
mutowanie. Mianowicie tam S = C[r7%,y ()], gdzie y(r) € C((7)) jest do-
wolnym szeregiem Laurenta takim, ze f(77%,y (7)) =0 w C((7)). Punkt i) po-

wyzszego twierdzenia jest konsekwencjq ciggu izomorfizmow C [T_k, Y (7’)] A ;t;; o

C [Xfl,Y] / (f (X’l,Y)) ~ C[X,Y]/(f(X,Y)) = Clpi (t),p2 (t)], ktory spro-
wadza si¢ do przyporzqdkowania g (77, y (7)) — g (p1 (t) 2 (1)) dla g € C[X, Y],
przeprowadzajgcego pierscieri C [Tﬁk} na Clp; (t)

réwnosci ord, g (T’k‘, y (T)) = —deg, g (p1 (1), p2 (
wielomianu g € C[X,Y].

|. Z kolei punkt i) wynika z
1)), prawdziwej dla dowolnego

Podobna uwaga dotyczy
Twierdzenie 5. ([A], Theorem (8.2))

degp gi =deg, g; =96, dlal <i<h+1.

Ponadto zachodzi



25

Twierdzenie 6. ([A], Theorem (13.2)) Niech y (r) € C((7)) bedzie takim
szeregiem Laurenta, ze f (77%,y (7)) = 0. Wtedy

i) g; jest nierozkladalny w C ((X 1)) [Y], dla 1 <i<h+1;

ii) jesli 2 < i < h+ 1, to istnieje 2 (1) € C((7)) takie, ze g; (T7%/%, 2 (1)) =01
ord, (z (t%) —y (7)) = m,.

83. Wyjasnienie konstrukcji Zoladka

Niech ponownie f € C[X,Y] bedzie ustalonym wielomianem nierozktadalnym i
monicznym wzgledem Y, posiadajacym generycznie roznowartosciowa parametry-
zacje wielomianowa ® = (o1, 2), ;i € C[t], ¢1(t) = t*+ sktadniki nizszych stopni,
wa(t) =t" + skladniki nizszych stopni, k,n > 1.

Utrzymujac oznaczenia z poprzedniego paragrafu, zauwazmy najpierw, ze za-

chodzi L
Wtiasnosé 3. Dla 1 < i < h mamy ¢;41 = gid“rl + h;, gdzie h;, € C[X,Y],
d;

degy h; < degy gidH .
Dowéd. Dla 2 < i < h mamy “/*+/ %wy/f = %/F (twierdzenie 1.), czyli
d;

gi = 4i/%1y/giy1. Z definicji pierwiastka aproksymatywnego degy (gi+1 — gidi+1 ) <

0

d; .
degy git1 — degy gi < degy git1 = ﬁ =degy g; """ . Z kolei degy g = % = %7
dy dy
czyli go = Y d2 + sktadniki nizszego stopnia = gfl2 + sktadniki nizszego stopnia .
Q. &
D.

Pokazemy teraz:

Propozycja 1. Niech {Fj}, gy, gdzie M € N lub M = Vg, bedzie ciggiem
pierwiastkow aproksymatywnych w sensie Zoladka ze wzgledu na Deg = degy-.
Wtedy 91 = h + 2 oraz zachodzi

kiog =% dla 2 <i <M
(re) | F; = g+ R;, gdzie R; € C [X,Y] oraz degy R; < degy g; dla 1l < i < 9

pi = degg (F;) = degg (95) = 6; dla 1 < i < 9.

Dowéd. Dla ¢ = 1 mamy z definicji £} = Y = g1, zatem tutaj Ry = 0. Za-
uwazmy tez, ze z przyjetych okredleri 2 < min (9, h + 2).

Zalozmy wiec, ze 2 < i < 9 i przypusémy, iz i < h + 2 oraz (r;) ma miejsce
dla 1 < j < i. Z konstrukcji ciagu {F;} wynika, ze F; = F"7' + H,;_;, gdzie
degy (H;—1) < degy (Ffjf), a z zalozenia indukcyjnego - ze F;_1 = g;_1 + R;_1,
gdzie degy R;—1 < degy ¢;—1. Laczac te rownosci, otrzymujemy

(1) F; = gfi? + E’i—h gdzie degy ﬁi—l < degy (Fikiil> = degy (gffll> .
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Traktujac uklad ¢ := (g1,...,9n+1) jako uklad wielomianéw zmiennej Y o
wspotezynnikach w C [X], mozemy zastosowaé rozwiniecie g-adyczne do wielomianu

H,; 1 izapisaé

F;, — gfﬁ’ll = Y Ku9% przy K, € C[X] (por. twierdzenie 2.).
a€A(g)

Przypusémy, ze k; 1

7e (0,...,0,k;—1,0,...,0) € A(g). Uwzgled-
H/—/ N——

i—2 razy h—i+2 razy
niajac (1), zalozenie indukcyjne oraz twierdzenie 2. stwierdzamy, ze w sumie po

. . L L . . ki
prawej stronie ostatniej rownoscl nie moze wystepowac giill. Zatem

_gz t Z Kag

a€A(g)

bytoby rozwinieciem g-adycznym F;. Ale wtedy mielibySmy

Fi=gi + Y Kag® wClon (1), 92 (1))
a€A(g)

i - wobec nieréwnosci i —1 < h+1 -

_ ks
= G- 11 + Z Kbg )
be B’

gdzie B = {bf (brye.osbp) €Z" 1 0< by <dj/djsr, dla 1 < j < h b #

0,...,0,k;_1,0,...,0)} oraz Kj := K(bl b0y, dla b € B’, i byloby to przedsta-
i—2 razy h—i+1 razy

wienie w bazie {g” :be B } Zatem na mocy twierdzenia 4. ii) musialoby by¢
deg, (Kyg") # deg, (I_(b/gb’) przy b #£ V', bt/ € B. To jest jednak sprzeczne
z definicja F;, gdyz w roéwnosci (2) musi nastepowaé uproszczenie: deg, (F‘Z) =
degg (Fy) | < degg (Flt) = dega (g55) = deg, (357) < deg, ().

tw. 4 ii)

di—1
Zatem k;_1 > dzl‘_l. 7 wtasnosci 3. mamy ¢g; = gi_d{ + hi_1, gdzie degy hi—1 <
di—1
degy gi_di" . Wykorzystujac zatozenie indukcyjne mozemy wiec napisaé

di_1 di—1 di—1
(3) gi = F-flli + hi—1, gdzie degy h;—1 < degy gifi{ = degy Fiflf

p t d ) = 6 dicis  — ( i 1/d) _
ry  tym  mamy  degg (g:) = T T A AT Zak. ind.
degg ( i-1/ds ) Oznacza to, ze spelnione sa warunki (¥;) z | = % w i-tym
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kroku degy-konstrukeji Zotadka. Z definicji k;_; wynika wiec, ze k;_1 < di1 W

d;
konsekwencji k; 1 = di;l.
T di—1
Mamy teraz po pierwsze: F; = F, 4+ H;_1, gdzie degy H;—1 < degy F, % |
di—1 it
po drugie: g; = gi_dli + hi—1, gdzie degy hi—1 < degy gz‘—df i po trzecie:
di di—1

degy Fi_dl" = degy gi_dli = degy g;. Laczac te fakty i zalozenie indukeyjne, otrzy-
mujeny

di_1 di_1

Fi=F, % +H;1=(gi1+Ri—1) % +H;
di—1
=9,51 +tHi-i=g¢i—hian+Hi-1 =9+ R,

Ay

gdzie degy R; < degy g;, co stanowi druga czesc tezy (r;).

Pozostaje wiec wykazaé, ze p; = degg (F;) = degg (gi) = 6;. Otéz z (3) i
definicji liczby p; wynika, ze zachodzi nieréwnos$é p; < 6;. Jesli §; = —oo, to
w; =—00iM=1i+1=~h+2,1idowdd indukcyjny, jak i dowod catej propozyciji,
jest zakoniczony. Zalozmy zatem, ze d; > —oo.

Przypusémy, ze p; < d;. Ale mozemy znéw napisa¢ R; = F; —g; = >, Lag%,

a€A(g)
przy czym - jak juz wiemy - degy R; < degy g;. Korzystajac z twierdzenia 2. wnio-
skujemy, ze w ostatniej sumie nie wystepuja wyrazy g%, gdzie a = (a1,...,ap+1) €

A(g) oraz a; # 0 dla pewnego j > i. Przechodzac do pierscienia C [p1 (1), 2 (t)],

otrzymujemy rownosé
Ri= > Lag"=) L',
a€A(g) beB

gdzie podobnie jak powyzej okreslamy Ly := l_/(blpubh,o)’ dla b € B. 7Z twierdzenia
5. i z przypuszczenia mamy degg (g;) = degg (9; — F;) = degg R; = deg, R; =
deg, (Eég”), dla pewnego b € B. Poniewaz jednak wtedy a := (51, .. .,l;h,O) €

A(g) i Ly # 0, to musi byé b; = 0 dla wszystkich j > i > 2. Ponownie z
twierdzenia 5. wnioskujemy zatem, ze §; € (do,...,0;—1)Np, co jest niemozliwe
wobec wlasnosci 1.

Uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi, ze p; = §; i koriczy dowdd tezy (r;). Skoro
d; > —o0, to takze pu; > —oo, codajei+1 < h+2ii+1 <M czylii+ 1<
min (M, h + 2).

Indukcja koriczy dowod propozycji. e L

Whniosek 1. Dowolny ciag {F;} degy-pierwiastkow aproksymatywnych w sen-
sie Zotadka dla parametryzacji ® jest skoriczony a jego ostatni wyraz jest rowny

1.
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Dowdd. Biorac i = h + 1 w propozycji 1. mamy degg (Fri1) = dpt1 = —00, a
skoro f jest nierozkladalny, to wynika stad ze f|Fpy1. Ale f = gnt1 (2 definicji
pierwiastka aproksymatywnego stopnia dp1 = 1), degy Fj,+1 = degy gn4+1 (propo-
zycja 1.) i oba te wielomiany sa moniczne wzgledem Y. Zatem Fj 11 = ghy1 = f.

Jako bezposrednia konsekwencje powyzszej propozycji i wlasnoséci 3. mozemy
sformutowac

Whiosek 2. Do rodziny ciagéw wielomianéw, ktére mozna otrzymaé¢ w kon-
strukcji Zotadka ze wzgledu na Deg = degy nalezy tez ciag {gi}1<z‘<h+1~ Q&

Whiosek 3. Wielomiany ciagu {£;}, ;< sa nierozkladalne.

Dowdéd. Skoro Fy =Y i Fj,41 = f (wniosek 1.), to wniosek jest prawdziwy dla
i € {1,h + 1}. Ustalmy wiec dowolne 2 < i < h i przypusémy, ze F; = f1 - fo, gdzie
fi, fo € C[X,Y] sa wielomianami dodatnich stopni, co oznacza w szczegolnosci,
ze max (degy f1,degy f2) < degy F; = degy g;. Ale wtedy - dokladnie tak, jak w
dowodzie ostatniej tezy propozycji 1. - wnioskujemy najpierw, ze w rozwinieciu g =

(91, -+, gn+1)-adycznym wielomianéw f1, fo nie wystepuja wielomiany g%, gdzie
a = (a1,...,ap+1) € A(g) oraz a; # 0 dla pewnego j > 4, a nastepnie - Ze
deg, f1,deg, fa € (dg,...,0;—1) No, skad takze §; = deg, F; = deg, f1 + deg, f2 €
(05 ---,0;—1)Np. Otrzymana sprzecznosé¢ dowodzi nierozktadalnosci wielomianu
. °n

W dalszej czesci bedzie nam potrzebna

da
Wtlasnos$é 4. Dla2 < i < h+1 mamy g; = (Ykl — X”l) di + sktadniki nizszego

az;g-stopnia.

Dowéd. Na mocy twierdzenia 6. 1 twierdzenia Newtona mozemy napisaé

g (ThY) = [T (Y —z(er™%)), dla pewnego z (1) € C((1)) takiego,
€€Ukya,; (C)

ze ord, (z (7%) —y (7)) = m; oraz pewnego y(7) € C((7)) o tej wlasnosci, ze

f(T7%y(r)) = 0. Oznaczmy y (1) = > y;77, z2(1) = Y 277, gdzie

iz-n jz—n/d;
y;, 25 € C. Wtedy 2 (Tdi) = > ijdij. Skoro i > 2, to w szczegdlnosei zacho-
jz—n/d;
dzi r6Wno$¢ y_, = 2_p/q,- Mozemy zatem napisac g; (Tk, Y) = 1 -
EEUlc/di (©)
Y—n- (gT_di)_n/dl + E Zj (€T_di)j) = H (Y —Yn- (5T—di)—"/di) 4
j>—-n/d €€Uy/q,(C)
A; (1,Y), gdzie 4; (1,Y) € C((r71)) [Y]. Mamy [ (Y —y_n- (er—diy—n/di)
€€U/q,(C)

= IH -y sgn/di'jT"), dla ustalonego (pierwotnego!) o € Uy/q, (C).
0 <j < k/d;

Poniewaz rzad elementu e := sg/di w Up/q, (C) wynosi (k/fi/i"/di) = (kkn) =k
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(tzn. €1 € Uy, (C€)), to
H (Y — Y- (ET_di)—’ﬂ/di) _ H H (Y — Y Ellcls+r7_n)

€€Ukya,; (C) 0<r<k1 0<s<k/d;
da/di _
IIT II 0v-yetm = [ (V—yon-efrm®/a =
0<r<ki 0<s<da/d; 0<r<k;

(V91— (g - 7)ol = (YR — g, k)l € C [, Y]
Zatem takze A; € C [Tk,Y]. Dla dowolnego jednomianu 7Y wystepujacego

w A; mamy a < (dﬁ — b) n, skad a + bn < Z—’?. Poniewaz k|a, to podstawiajac

8 = X otrzymamy Eég(xa/kyb) < ]an Stad takze deg (4;(X,Y)) < ]an =
deg(Yh — gl . xm)de/di,

Pozostaje zauwazy¢, ze ylfln = 1. Skoro gny1 = f, to degg ghy1 = —oo.
Gdyby yﬁln # 1, to z faktu, Ze 1,y sa unormowane mielibysmy degg (Y5 —
yFr XMyl = ko Ale kn > deg (Aps1 (X, Y)) i oczywiscie deg (Api1(X,Y)) >
degy (Any1(X,Y)). Zatem degg (Y5 —y™ . X71)42 > degy (Apy1(X,Y)), co ozna-
czaloby, ze degg gny1 = kn. Otrzymana sprzecznosé koiczy dowdd wlasnosci.

d;

Whiosek 4. Dla 2 < ¢ < h mamy g;411 = gid"'+1 + h;, gdzie h; € C[X,Y] i
d;

deg (h:) < deg(g," ).

do
Dowdéd. 7 poprzedniej wlasnosci mamy g; = (Y’“1 - X "1) di + sktadniki nizsze-
ds dy N

go (/fl\eé-stopnia. Zatem gidi+1 = (Y”Cl —X”l)diﬂ + sktadniki niZszego deg-

stopnia = g;+1 + sktadniki nizszego deg-stopnia.
Wykazemy teraz
Lemat 1. Jezeli {F;} jest ciagiem Ei—éé—pierwiastk()w aproksymatywnych w
sensie Zotadka dla parametryzacji @, to spelnione sg tez warunki

degy (H;) < degy (Fi’“) , przy i > 1.

Dowéd. Wezmy dowolny ciag {F;} agé—pierwiastkéw aproksymatywnych w sen-
sie Zotadka dla parametryzacji ®. - -

Mamy z definicji F» (X,Y) =YY" — X™ + ¢(X,Y), gdzie deg (g) < deg (Y**).
Ale przeciez deg (g) > n - degy (g) i deg (Y’“) =n-degy (Ykl). Skoro F; =Y, to
mamy stad k1 = degy (FF) > degy (g) = degy (Hy) i degy Fo = ky.

Wystarczy jeszcze pokazaé, ze w przedstawieniu Fj; = Ff + H;, dla i >
2, spelniony jest warunek degy H; < degy Fiki. Oto6z z rekurencyjnej defini-
cji Fy41 wynika, ze jego forma najwyzszego stopnia wzgledem deg jest postaci
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(Ykl _ an)kz'...'ki. Zatem (Egé(F1+1) — aéé (Ykl _ an)kz'..nkz: —n-ky-...- k;z

Skoro deg (H;) = n - degy (H;), to prowadzi to do nieréwnoéci degy (H;) < ki -
- ki. Wiedzac zatem, iz degy F; = k1 - ... k;—1, mozna wywnioskowaé, ze
degy (H;) < degy Fik"; czyli ze degy Fiy1 = k1 - ... - k;. Indukcja koiiczy rozumo-

N Q E.
wanie.

Z lematu 1. wynika, ze warunki (x,) w konstrukcji Zotadka wzgledem a\eé
pociagaja za soba analogiczne warunki wzgledem degy-. Aby wyjasnié, jakie ciagi
liczbowe i wielomiany powstaja w tej konstrukcji udowodnimy teraz

Propozycja 2. Niech {F}}, gy, gdzie M € N lub M = Ry, bedzie ciagiem d?}é—
pierwiastkow aproksymatywnych w sensie Zoladka dla parametryzacji ®. Wtedy
jest to tez ciag degy-pierwiastkéw aproksymatywnych w sensie Zotadka dla para-
metryzacji ®. Ponadto 9t = h + 2 oraz zachodzi

ki =4t dla 2 < < O

(s4) F;, = g; + R;, gdzie R; € C[X,Y] oraz &E(Ri) < Eéé(gi) dlal <7 <M
w; = degg (F;) = degg (¢;) = 9; dla 1l <i <M.

Dowdéd. Na potrzeby dowodu bedziemy oznaczaé przez {FJY}, {kjy} i {uf
ciagi wielomianéw i ciagi liczbowe powstate w degy -konstrukeji Zoladka dla @
(przy naturalnej konwencji zamiany nazewnictwa).

Zaleznosci (s1) sa oczywiste. Pokazemy, ze zachodza tez relacje (s2). Dwie
pierwsze z nich wynikaja z definicji k1 1 Fy oraz z wlasnosci 4. Z definicji Fb,
wtasnosci 4., twierdzenia 5. 1 minimalnosci pe wnioskujemy nieréwnosé ps < do. 7
drugiej strony Fy = Yk — X™ + ¢(X,Y), gdzie a\eé(g) < a;g (Ykl), wiec z lematu
1. - takze degy (g) = degy (H;) < degy (Y*'). Zatem z definicji 3 i F) mamy

02 ij . uy < degg (Fa) = pe. W konsekwencji us = 2. Podobnie przebiega

ogoblne rozumowanie.

Przypusémy mianowicie, ze zachodza warunki (s;) dla 1 < j < 4,4 > 3. Je-
§li i < h + 2, to konstrukcja ciggu {F};} nie jest zakonczona i MM > 4. Jesli za$
i = h+2, to pi—1 = —oo, wiec M = ¢ i dowdd propozycji jest zakonczony.
Niech wiec ¢ < h + 2. Z definicji ciagu {F;} mamy F; = Fikj]l + H;_, gdzie
deg (Hi_1) < deg (Filﬁ11>. Z lematu 1. wynika, ze degy (H;) < degy (Ffj) dla
1 < 7 < 9M, wiec z zalozenia indukcyjnego i propozycji 1. wnioskujemy, ze ciag
{F, ..., F;_1} moze by¢ uzupeliony do pewnego ciagu {ij} degy -pierwiastkow
aproksymatywnych w sensie Zotadka dla parametryzacji ®. Poniewaz mamy tez
degg (Fi) < degg (Ff_{l> , to z minimalnosci liczby kY ;, k¥, < ki—1. Z pro-

.. di_ . di . . . .
pozycji 1. kY | = dil, a wiec dil < k;—1. 7Z kolei z wniosku 4. i z zalozenia
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indukcyjnego mozemy napisaé

di_1 di_1 di—1
7 9i=09;.% +hi1=F_% +H;_, gdzie deg(H;_1) < deg(g, % )
di—1

= deg(FZ.flf ).

di_1
dfifil = degy(F, % ) (tw. 5., wh 1., zal. ind.).

Zatem z definicji k; 1 wynika, ze k;_1 < %, astad k;_1 = dfi—fl.

Skoro tak, to z réwnosci (4) wnioskujemy, ze p; < degg (g;) = 9;. Ale przeciez
i—1 di_1
pokazalismy juz, ze F; = F, % + H;_,, gdzie degy (H;_1) < degy (F, % ) oraz
di—1
degg (F;) < degg(F, % ). Stad mamy §; = degg (FY) < degg (F;) = pie W
konsekwencji §; = p;.

Ponadto degg (9i) = 6; < di—1

di—1
Wreszcie na mocy wniosku 4. mamy réwnosé g; = gi_dli + h;_1, gdzie
di—1
deg (hi_1) < deg(g; " ), z ktorej - po uwzglednieniu zatozenia indukcyjnego -
di—1

wynika, ze F; = Fi_cgi + H;_1 = g; + R;, przy EEQ(RZ-) < &Eé (gi). Koriczy to nasz

dowod indukeyjny relacji (s;). Widaé teraz, ze pierwsza czes¢ tezy wynika z tych
zaleznosci 1 propozycji 1., gdyz pokazuja one, ze ciag {F;} moze by¢ otrzymany w
konstrukeji Zoladka wzgledem degy . 2

D.

Bezposrednio z powyzszej propozycji oraz wnioskow 1-3 wynikaja

~ Wnhniosek 5. Dowolny ciag {F;} aé?g—pierwiastkc’)w aproksymatywnych w sensie
Zotadka dla parametryzacji ® jest skoriczony, jego elementy sa nierozkladalne w
C[X,Y] a jego ostatni wyraz jest rowny f.

Whiosek 6. Do rodziny ciaggéw wielomianéw, ktére mozna otrzymaé¢ w kon-
strukcji Zotadka ze wzgledu na Deg = deg nalezy tez ciag {9it1<ichi-

Uwaga 3. Stosujgc kryterium nierozktadalnosci Abhyankara ([A], Theorem
(12.4)) mozna pokazaé, zZe wszystkie wielomiany ciggu {F;} degy-pierwiastkéw
aproksymatywnych w sensie Zotgdka dla parametryzacji ® majg jedng gates w
nieskoriczonosci, a nastgpnie - podobnie jak wtasnosé 4. - ze ich czes¢ wiodgca
ze wzgledu na deg jest odpowiedniej postaci. To dowodzi, Ze obie konstrukcje sq
rownowazne, tzn. prowadzg do tych samych rodzin wielomiandw.

Zauwazmy na zakoniczenie, ze chociaz nasze rozwazania prowadzilismy nad C,
to zardwno konstrukcje Zotgdka jak i powyzisze rozumowania mozina przeniesé na
dowolne ciata algebraicznie domknicte (przy odpowiednich zatozeniach w przypadku
ciat skoriczonej charakterystyki).
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“APPROXIMATE ROOTS” OF A POLYNOMIAL CURVE

In this paper we clarify a specific construction, due to H. Zotadek [Z], of sequ-
ences {F;} C C[X,Y] of “approximate roots” for a polynomial curve f € C[X,Y],
determined from its polynomial parametrization. We prove that the construction
process is finite and produces irreducible polynomials. In particular, in this way
we obtain the original Abhyankar-Moh’s approximate roots of f.

Laodz, 9 — 13 stycznia 2006 .



