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Niech P oznacza dobrze znana
‘
rodzine

‘
wszystkich funkcji postaci

(1) p(z) = 1 + a1z + a2z
2 + . . . ,

holomorficznych w kole K = {z : |z| < 1} i spe lniaja
‘
cych warunek Re p(z) > 0

dla z ∈ K, zaś SC klase
‘

funkcji holomorficznych i jednolistnych w kole K,
o normalizacji f(0) = f ′(0) − 1 = 0 i takich, że obrazem ko la K jest obszar
wypuk ly. Jak wiadomo (np. [6], str. 4), funkcja p ∈ P wtedy i tylko wtedy,
gdy

(2) p(z) =

∫ 2π

0

1 + e−itz

1 − e−itz
dµ(t), z ∈ K,

gdzie µ ∈ M , M = {µ : µ jest niemaleja
‘
ca

‘
funkcja

‘
rzeczywista

‘
określona

‘
na

przedziale [0, 2π] oraz
∫ 2π

0
dµ(t) = 1}. Funkcja f ∈ SC wtedy i tylko wtedy,

gdy ([6])

(3) f ′(z) = exp

[
−2

∫ 2π

0

log(1 − e−itz)dµ(t)

]
, z ∈ K,

gdzie µ ∈ M .
Znana jest również klasa Vk ([3]) funkcji postaci (3) dla µ ∈ Mk, gdzie

Mk = {µ : µ jest funkcja
‘
rzeczywista

‘
o o ograniczonej wariacji określona

‘
na
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przedziale [0, 2π],
∫ 2π

0
dµ(t) = 1,

∫ 2π

0
|dµ(t)| ≤ k

2 , k ≥ 2} oraz rodzina Pk ([4])
funkcji postaci (2) dla µ ∈ Mk.

V. Starkov ([9]) wprowadzi l klase
‘
U ′
α, α ≥ 1, funkcji postaci (3), gdzie

µ ∈ Iα. Iα oznacza tu rodzine
‘

wszystkich funkcji zespolonych µ o o ograni-
czonej wariacji i spe lniaja

‘
cych warunek

(4)
∣∣∣ ∫ 2π

0

dµ(t) − 1
∣∣∣ +

∫ 2π

0

|dµ(t)| ≤ α.

Jest widoczne, że dla α < 1 klasa Iα redukuje sie
‘

do zbioru pustego.
Co wie

‘
cej, I1 jest rodzina

‘
niemaleja

‘
cych funkcji rzeczywistych takich, że∫ 2π

0
dµ(t) ≤ 1.

Aby wyjaśnić sens geometryczny nierówności (4) przypomnijmy definicje
‘uniwersalnej rodziny liniowo-niezmienniczej ([5]).

Niech M be
‘
dzie pewna

‘
klasa

‘
funkcji postaci f(z) = z+. . . , holomorficznych

i lokalnie jednolistnych w K. M nazywamy rodzina
‘

liniowo-niezmiennicza
‘
,

jeśli dla każdej homografii Φ przekszta lcaja
‘
cej ko lo K na siebie wraz z funk-

cja
‘
f należy do klasy M funkcja

ΛΦ[f(z)] =
f(Φ(z)) − f(Φ(0))

f ′(Φ(0))Φ′(0)
= z + . . . , z ∈ K.

Liczbe
‘

ordM = sup
f∈M

|f ′′(0)|
2

nazywamy rze
‘
dem liniowo-niezmienniczej rodziny M. W [5] wykazano, że

ordM = sup
f∈M

sup
z∈K

∣∣∣∣∣− z̄ +
1

2
(1 − |z|2)

f ′′(z)

f ′(z)

∣∣∣∣∣.
Oznaczmy przez Uα, 1 ≤ α < ∞, sume

‘
tych wszystkich liniowo-niezmien-

niczych rodzin M, których rza
‘
d jest nie wie

‘
kszy niż α. Wiadomo ([5]), że

uniwersalna liniowo-niezmiennicza rodzina Uα jest z lożona z wszystkich ho-
lomorficznych i lokalnie jednolistnych funkcji f(z) = z + . . . , dla których

sup
z∈K

∣∣∣− z̄ +
1

2
(1 − |z|2)

f ′′(z)

f ′(z)

∣∣∣ ≤ α.

Okazuje sie
‘

([9]), iż klasa U ′
α generowana przez funkcje µ spe lniaja

‘
ce

warunek (4) jest rodzina
‘
liniowo-niezmiennicza

‘
rze

‘
du α i ponadto U ′

α ( Uα.
Interesuja

‘
ce wydaje sie

‘
zbadanie rodziny funkcji określonych naste

‘
puja

‘
co:

Definicja 1. Niech P′
α, α ≥ 1, oznacza klase

‘
funkcji określonych wzorem (2),

gdzie µ sa
‘
elementami zdefiniowanej wcześniej klasy Iα.

Bezpośrednio z definicji wynikaja
‘
naste

‘
puja

‘
ce w lasności:

W lasność 1. Ma miejsce inkluzja P ⊂ P′
1.
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W lasność 2. Jeżeli α1 < α2, to P′
α1

⊂ P′
α2

.

Zachodzi także

Twierdzenie 1. Zbiór Q funkcji p postaci p =
∑n

k=1 akpk, pk ∈ P, ak ∈ C,∣∣∣∑n
k=1 ak − 1

∣∣∣ +
∑n

k=1 |ak| ≤ α, n = 1, 2, . . . , jest wsze
‘
dzie ge

‘
sty w P′

α.

Z powyższego twierdzenia otrzymujemy naste
‘
puja

‘
ce wnioski:

Wniosek 1. Jeżeli p(z) ∈ P′
α, to p(eiθz) ∈ P′

α dla θ ∈ R.

Wniosek 2. Jeżeli p(z) ∈ P′
α, to p(rz) ∈ P′

α dla r ∈ [−1, 1].

Wniosek 3. Jeżeli p ∈ P′
α, to p ◦ ω ∈ P′

α, gdzie ω jest funkcja
‘

Schwarza (tj.
ω jest funkcja

‘
holomorficzna

‘
w K, ω(0) = 0 i |ω(z)| < 1 dla z ∈ K).

Prostymi przyk ladami funkcji klasy P′
α sa

‘
:

1) p1(z) = (α−1)i
2

1+z
1−z , z ∈ K, α > 1, która przekszta lca konforemnie ko lo

K na zbiór {w : [0, 2π]Rew > 0};
2) p2(z) = 1−α

2
1+z
1−z , z ∈ K, α > 1, przekszta lcaja

‘
ca konforemnie ko lo K

na {w : Rew < 0};
3) p3(z) = (α−1)iz

1−z2 = (α−1)i
4

1+z
1−z + (1−α)i

4
1−z
1+z , z ∈ K, α > 1, która przek-

szta lca ko lo K na C\{w : [0, 2π]Rew = 0 ∧ (Rew ≤ 1−α
2 ∨ Rew ≥ α−1

2 }.
Można udowodnić

Twierdzenie 2. Klasa P′
α jest zwarta w topologii zbieżności niemal jedno-

listnej w K.

Niech p ∈ P′
α0

, α0 > 1. Oczywíscie odpowiadaja
‘
ca jej funkcja µ ∈ Iα0 .

Z (4) wynika, że może istnieć α, 1 ≤ α < α0 takie, że µ ∈ Iα. Najlepsza
‘charakterystyke

‘
funkcji µ, a zatem i p daje liczba α∗, dla której

∣∣∣ ∫ 2π

0

dµ(t) − 1
∣∣∣ +

∫ 2π

0

|dµ(t)| = α∗.

Definicja 2. Niech p ∈ P′
α0

. Stopniem funkcji p nazywamy taka
‘
liczbe

‘
α∗ ≤

α0, że p ∈ P′
α∗

i p /∈ P′
α∗−ε dla ε > 0. Stopień funkcji p oznaczamy przez

deg p.

Bezpośrednio z w lasności 2 wynika

W lasność 3. Jeżeli deg p = α∗, α∗ > 1, to p ∈ P′
α dla α ≥ α∗ i p /∈ P′

α dla
1 ≤ α < α∗. Jeżeli deg p = 1, to p ∈ P′

α dla α ≥ 1.

Rozważmy zbiór B wszystkich funkcji holomorficznych in the disc K, dla
których

∥f∥ =

∞∑
n=1

2−nρn(f) < ∞,

gdzie ρn(f) = max|z|≤1− 1
n
|f(z)|. Jak wiadomo B jest przestrzenia

‘
Banacha.

Nadto z (2) i (4) wnioskujemy, że P′
α ⊂ B. Ma miejsce
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Twierdzenie 3. Niech F be
‘
dzie funkcjona lem różniczkowalnym w sensie

Frecheta określonym na P′
α0

, Lp jego różniczka
‘

w punkcie p, a p0 funkcja
‘

ekstremalna
‘

w zadaniu

max
p∈P′

α0

Re{F (p(n)}, 1 ≤ α0 < ∞, n = 0, 1, 2, . . . .

Jeżeli istnieje k > n takie, że L
p
(n)
0

(zk−n) ̸= 0, to deg p0 = α0.

Niech p ∈ P′
α, α ≥ 1, i niech {p}k, k = 0, 1, . . . , oznacza k-ty wspó lczynnik

rozwinie
‘
cia funkcji p w szereg pote

‘
gowy o środku w punkcie z = 0.

Twierdzenie 3 pozwala wykazać

Lemat 1. Jeżeli p0(z) =
∫ 2π

0
1+e−itz
1−e−itzdµ0(t) jest funkcja

‘
ekstremalna

‘
w zadaniu

max
p∈P′

α0

|{p}k|, k = 1, 2, . . . ,

to
∫ 2π

0
dµ0(t) = 1 i

∫ 2π

0
|dµ0(t)| = α.

Wykorzystuja
‘
c zaś lemat 1 możemy udowodnić

Twierdzenie 4. Jeżeli p ∈ P′
α, α ≥ 1, to

|{p}k| ≤ 2α, k = 1, 2, . . . .

Równość zachodzi dla funkcji

p(z) =
1 + α

2

1 + εz

1 − εz
+

1 − α

2

1 − εz

1 + εz
, z ∈ K, |ε| = 1.

Z twierdzenia 2, wniosków 1 i 2 otrzymujemy

Wniosek 4. Jeżeli p ∈ P′
α, α ≥ 1, to zbiorem Vk wartości funkcjona lu H(p) =

{p}k, k = 1, 2, . . . , jest ko lo domknie
‘
te o środku w punkcie 0 i promieniu 2α.

Prawdziwe jest również

Twierdzenie 5. Jeżeli p ∈ P′
α, α > 1, to zbiorem V0 wartości wspó lczynnika

{p}0 jest elipsa
(ReA− 1

2 )2

α2

4

+
([0, 2π]ReA)2

α2−1
4

≤ 1.

Jeżeli p ∈ P′
1 to V0 = [0, 1].

Twierdzenie 6. Jeżeli p ∈ P′
α, α ≥ 1, to

1 + r

1 − r

α− 1

2
≤ Re[p(z)] ≤ 1 + r

1 − r

α + 1

2
, |z| = r, z ∈ K.

Równość, w przypadku oszacowania “z do lu”, otrzymujemy dla funkcji
postaci

p(z) =
1 + εz

1 − εz
+

1 − α

2
, z ∈ K, |ε| = 1,
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zaś w przypadku oszacowania “z góry” dla funkcji

p(z) =

∫ 2π

0

1 + e−itz

1 − e−itz

(1 − re−it)2

|1 − re−it|2
eitdβ(t), |z| = r, z ∈ K,

gdzie β jest niemaleja
‘
ca

‘
funkcja

‘
rzeczywista

‘
(schodkowa

‘
lub nie) taka

‘
, że∫ 2π

0

|dβ(t)| =
α + 1

2
i

∣∣∣ ∫ 2π

0

(1 − re−it)2

|1 − re−it|2
eitdβ(t) − 1

∣∣∣ =
α + 1

2
.

W dowodzie twierdzenia 6 wykorzystana zosta la metoda przedstawiona
przez V. Starkova w pracy [9] (por. też [2], [7], [8]).

Dowody przedstawionych powyżej twierdzeń zawarte sa
‘
w pracy [1].
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On some class of functions generated by
complex functions with bounded variation

Summary. Let P′
α denote the family of functions p given by the integral

p(z) =

∫ 2π

0

1 + e−itz

1 − e−itz
dµ(t), z ∈ K = {z : |z| < 1},

whereas µ is a complex function with bounded variation, satisfying the con-
dition ∣∣∣ ∫ 2π

0

dµ(t) − 1
∣∣∣ +

∫ 2π

0

|dµ(t)| ≤ α for α ≥ 1.

In this paper we give the properties of the class P′
α, estimates of coeffi-

cients and of the real part in the class P′
α.
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