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Niech ¥ oznacza dobrze znana rodzine wszystkich funkcji postaci
(1) p(z) =14a1z+a2> + ...,

holomorficznych w kole K = {z : |z] < 1} i spelniajacych warunek Rep(z) > 0
dla z € K, za$ S¢ klase funkcji holomorficznych i jednolistnych w kole K,
o normalizacji f(0) = f/(0) — 1 = 0 i takich, ze obrazem kota K jest obszar
wypukly. Jak wiadomo (np. [6], str. 4), funkcja p € B wtedy i tylko wtedy,
gdy

2T 4 ety
(2) p(z) = /o mdﬂ(t)a z €K,
gdzie p € M, M = {u : u jest niemalejaca funkcja rzeczywista, okreslona na
przedziale [0,27] oraz fo27r du(t) = 1}. Funkcja f € S¢ wtedy i tylko wtedy,
gdy ([6])

2m
(3) f'(z) = exp {2/0 log(1 — e "2)du(t)| , z €K,

gdzie p € M.
Znana jest rowniez klasa Vj, ([3]) funkcji postaci (3) dla p € My, gdzie
My, = {p : p jest funkcja rzeczywista o o ograniczonej wariacji okreslona na
11
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przedziale [0, 27, =1, [T |du(t)| < &, k > 2} oraz rodzina Py ([4])
funkcji postaci (2) dla u e Mk

V. Starkov ([9]) wprowadzil klase U/, o > 1, funkcji postaci (3), gdzie
u € I,. I, oznacza tu rodzine Wszystklch funkCJl zespolonych p o o ograni-
czonej wariacji i spelniajacych warunek

(4) | O% du(t) 1] + /O ()] < o

Jest widoczne, ze dla o < 1 klasa I, redukuje sie do zbioru pustego.
Co wiecej, I jest rodzing niemalejacych funkcji rzeczywistych takich, ze
Jo " du(t) < 1

Aby wyjasni¢ sens geometryczny nieréwnosci (4) przypomnijmy definicje
uniwersalnej rodziny liniowo-niezmienniczej ([5]).

Niech 9 bedzie pewng klasa, funkcji postaci f(z) = z+. .., holomorficznych
i lokalnie jednolistnych w K. 9 nazywamy rodzing liniowo-niezmiennicza,
jesli dla kazdej homografii ¢ przeksztalcajacej koto K na siebie wraz z funk-
cja, f nalezy do klasy 9 funkcja

Aslf(2)] = (?((22 ’)) ?0()0)) —z4..., zeK.
Liczbe
1£"(0)]
ord M = ]?29];3)1 5

nazywamy rzedem liniowo-niezmienniczej rodziny 9. W [5] wykazano, ze

f"(2)

—Et (- M|

ord 9 = sup sup
femzzekK

Oznaczmy przez U,, 1 < a < oo, sume tych wszystkich liniowo-niezmien-
niczych rodzin M, ktérych rzad jest nie wiekszy niz a. Wiadomo ([5]), ze
uniwersalna liniowo-niezmiennicza rodzina U, jest zltozona z wszystkich ho-
lomorficznych i lokalnie jednolistnych funkcji f(z) = z + ..., dla ktérych

()
Flal =

1
sup| —z+=(1—|z |)
zeK 2

Okazuje sie ([9]), iz klasa U/ generowana przez funkcje u spehliajace
warunek (4) jest rodzina liniowo-niezmiennicza, rzedu « i ponadto U, C U,.
Interesujace wydaje sie zbadanie rodziny funkcji okreslonych nastepujaco:

Definicja 1. Niech B/, a > 1, oznacza klase funkcji okreslonych wzorem (2),
gdzie p sa elementami zdefiniowanej wczesniej klasy I.,.

Bezposrednio z definicji wynikaja nastepujace wlasnosci:

Wiasnos$é 1. Ma miejsce inkluzja P C Pj.
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Wiasnoéé 2. Jezeli oy < o, to B, C By,
Zachodzi takze

Twierdzenie 1. Zbior Q funkcji p postaci p = Y ;_, axpr, px € B, ar € C,
Y opeq Ak — 1‘ + > g lak <a,n=1,2,..., jest wszedzie gesty w P,,.

7 powyzszego twierdzenia otrzymujemy nastepujace wnioski:
Whiosek 1. Jezeli p(z) € P, to p(e®z) € W, dla 6 € R.
Whiosek 2. Jezeli p(z) € B, to p(rz) € P!, dlar € [-1,1].

Whiosek 3. Jezeli p € P!, to pow € P, gdzie w jest funkcjq Schwarza (.
w jest funkcja holomorficzng w K, w(0) =0 i |w(2)| <1 dla z € K).
Prostymi przyktadami funkcji klasy 93/, sa;
1) pi(z) = (0‘;21)’}%;, z € K, a > 1, ktéra przeksztatca konforemnie koto
K na zbiér {w : [0, 27| Rew > 0};
2) pa(z) = 5212, 2z € K, a > 1, przeksztalcajaca konforemnie koto K
na {w:Rew < 0};
3) ps(z) = @D = (e liliz |y Uoe)iles ) ¢ K o > 1, ktéra przek-
sztalca koto K na C\{w : [0,27]Rew = 0 A (Rew < 5% VRew > 251}

Mozna udowodnié

Twierdzenie 2. Klasa 9B, jest zwarta w topologii zbieznosci niemal jedno-
listnej w K.

Niech p € P/, , ap > 1. Oczywiscie odpowiadajaca jej funkcja pu € Io,.
Z (4) wynika, ze moze istnie¢ o, 1 < a < ap takie, ze u € I,. Najlepsza
charakterystyke funkcji u, a zatem i p daje liczba a., dla ktérej

2m

[t 1| +/O%|czu<t> — o

Definicja 2. Niech p € P/, . Stopniem funkcji p nazywamy taka liczbe a. <
ap, ze p € P, ip¢ P, _. dlae > 0. Stopien funkcji p oznaczamy przez
deg p.

Bezposrednio z wlasnosci 2 wynika

Wiasno$é 3. Jezeli degp = au, ax > 1, top € P, dla a > o, i p ¢ P!, dla
1<a<a, Jezelidegp=1, topeP, dlaa>1.

Rozwazmy zbiér B wszystkich funkcji holomorficznych in the disc K, dla
ktorych

171 =" 27"pu(f) < o,
n=1

gdzie pn(f) = max), <;_1[f(2)]. Jak wiadomo B jest przestrzenia Banacha.
Nadto z (2) i (4) wnioskujemy, ze P/, C B. Ma miejsce
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Twierdzenie 3. Niech F b¢dzz'e funkcjonatem roziniczkowalnym w sensie
Frecheta okreslonym na B, , L, jego rozniczkq w punkcie p, a po funkcjq
ekstremalng w zadaniu

g’

max Re{F(p™}, 1<ay<oo, n=0,1,2,....
pEPL,

Jezeli istnieje k > n takie, ze L (m( ") £ 0, to degpy = ayp.

Niech p € B/, a > 1, i niech {p}k, k=0,1,..., oznacza k-ty wspoétczynnik
rozwiniecia funkCJl p W szereg potegowy o $rodku w punkcie z = 0.
Twierdzenie 3 pozwala wykazaé

Lemat 1. Jezeli py(z f07r }J’sztzd,uo( t) jest funkcjq ekstremalnag w zadaniu
max k=1,2,...,
g ol
to fo%duo =1 lf |dpo ()] = a.

Wykorzystujac zas lemat 1 mozemy udowodni¢

Twierdzenie 4. Jezelipe P/, a>1, to

{p}l < 2a, k=1,2,....

Rownosé zachodzi dla funkcji

l+al+ez 1—al-—ez
= K =1.
r(z) 2 1—5,27Jr 2 14¢ez2’ ze K, ||

7 twierdzenia 2, wnioskéw 1 i 2 otrzymujemy

Whiosek 4. Jezelip € P, o > 1, to zbiorem Vj, wartosci funkcjonatu H(p) =
{p}tr, k=1,2,..., jest kolo domkniete o Srodku w punkcie 0 i promieniu 2a.

Prawdziwe jest rowniez

Twierdzenie 5. Jezeli p € P, a > 1, to zbiorem Vi wartosci wspotczynnika

{p}o jest elipsa
(Re A — $)? N ([0, 27r] Re A)?

a? @1 =
4 4

Jezeli p € P} to Vo = [0,1].
Twierdzenie 6. Jezelipe P/, a>1, to

l+ra—1 l1+ra+1
< < —_— = K.
TS < Refple)) < TS, el =r se

Réwnosé, w przypadku oszacowania “z dotu”, otrzymujemy dla funkcji

postaci
l4+ez 1—-a
1—€Z+T7 z €K, |E|:17

p(z) =
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za$ w przypadku oszacowania “z géry” dla funkcji

2m —it —it\2
1+e Mz (1—re ) ,
= . - "dp(t), =r, € K,
p(2) /0 1—e ity |1—re*”\26 (*) [zl =7 2

gdzie B jest niemalejaca funkcja, rzeczywista (schodkowa, lub nie) taka, ze

[Twso= | [T s -1 = 5

1 —re it|? 2

W dowodzie twierdzenia 6 wykorzystana zostala metoda przedstawiona
przez V. Starkova w pracy [9] (por. tez [2], [7], [8]).
Dowody przedstawionych powyzej twierdzen zawarte sa w pracy [1].
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ON SOME CLASS OF FUNCTIONS GENERATED BY
COMPLEX FUNCTIONS WITH BOUNDED VARIATION

Summary. Let 93/, denote the family of functions p given by the integral

1—e iz

2 it
1
p(z)z/ I Eaut), e K ={z:]z <1},
0

whereas u is a complex function with bounded variation, satisfying the con-
dition
2m 27
’ du(t) — 1‘ +/ ldu(t)] < o for a>1.
0 0

In this paper we give the properties of the class 9/, estimates of coefhi-
cients and of the real part in the class /..
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